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PREFACE 


La géométrie non Euclidienne est à l'ordre du jour, et un 
grand nombre de personnes ont émis les idées les plus diverses 
sur les principes fondamentaux de la géométrie. Si l'on ne par- 
vient pas à se mettre d'accord sur ces premiers principes, c'est 
qu'il s'agit d'une question mal posée, c'est aussi que, pour la 
résoudre, chacun y apporte ses préjugés. 

La question précise que je me propose de traiter est la sui- 
vante : Quelles sont les hypothèses irréductibles qu'il faut faire 
pour retrouver les propositions de la géométrie d'Euclide ? Notez- 
bien ceci, je dis : quelles sont les hypothèses qu'il faut faire, 
et non pas : quels sont les axiomes évidents sur lesquels il 
faut s'appuyer. La différence est très importante, Je ne pose 
aucun axiome, je n'ai pas besoin d'axiomes, je ne fais que des 
hypothèses et j'examine à la fois les conséquences de mes hypo- 
thèses et des hypothèses contraires. 

J'ai cherché à me mettre à l'abri de toute idée próconcue pro- 
venant de mon atavisme ou de mon éducation, et pour cela, je 
me suis demandé s'il ne serait pas possible d'édifier une science 
abstraite et logigue, n'ayant d'autre rapport avec la géométrie 
que les noms des objets sur lesquels on spécule, ces objets n'ayant 
qu'une existence aussi abstraite que les nombres. 

Cette science peut être édifiée sans autres hypothèses que celles 
sur lesquelles s'appuie l'analyse la plus pure, c'est une branche 
de la théorie des nombres. Elle reproduit sans y changer un mot 
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toutes les proportions de la géométrie classique, seulement les 
mots, point, ligne, surface, ligne droile, plan, angle, cercle, elé., 
n'y ont pas le même sens qu'en géométrie. 

Une définition est capitale c'est celle du déplacement sans 
changement de forme, et je montre qu'il suffit de modifier cette 
définition pour changer la géométrie Euclidienne en celle de 
Riemann, en celle de Lobatschewski ou en d'autres moins bien 
étudiées. w: 

Pour passer de l'abstrait au concret, c'est-à-dire, pour appli- 
quer à la géométrie des corps de l'espace réel, les résultats de 
l'analyse, il suffit de faire une hypothèse très simple, qu'Euclide 
aurait appelée un axiome. 

Mais le postulatum d'Euclide et ses conséquences dépendent 
essentiellement de la définition que l'on adoptera pour le dépla- 
cement sans changement de forme. 

Il y a plus : on verra que la définition de la ligne droite et du 
plan sont à peu près arbitraires, c'est dire que toute la géométrie 
d'Euclide serait vraie en appelant plans les surfaces les plus 
diverses ; c'est ce qui explique pourquoi les auteurs des traités de 
géométrie arrivent tous au même résultat en donnant des défini- 
tions différentes de la ligne droite et du plan ou en n'en don- 
nant pas du tout. 

En me placant au point de vue trés général dont je viens de 
parler, j'ai été conduit à aborder immédiatement la théorie des 
espaces a un nombre quelconque de dimensions, cela m'a permis 
d'étudier à la fois la géométrie plane et la géométrie dans les- 
pace, ce qui simplifie l'exposition. 

J'ai été conduit ainsi à montrer les ressources que le langage 
géométrique fournit à l'analyse, pour simplifier les énoncés et 
condenser les raisonnements sans nuire à la clarté. J'ai donné 
deux formes nouvelles à une théorie de l'élimination que j'avais 
donnée ailleurs, j'ai élé ainsi amené à démontrer le célèbre théo- 
rème dAbel, sous une forme qui m'a permis den déduire un 
théorème que Chasles croyait inaccessible a l'analyse, théorème 
que je suis parvenu à généraliser ; le lecteur pourra même en 
suivant la voie que j'ai indiquée généraliser à l'infini le théorème 
de Chasles. 
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Je termine par quelques considérations sur les géométries non 
Euclidiennes, et le lecteur conclura sans doute avec moi, que ce 
travail n'est qu'une introduction à la théorie générale des groupes 
de substitutions, dans laquelle j'étudie surtout le groupe ortho- 
gonal et ses invariants : la distance et l'angle. Enfin je fais con- 
naître sous une forme simple toutes les substitutions qui trans- 
forment une forme quadratique en elle-même. 
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CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION 


1. Définitions. — La góomćtrie analylique est ordinairement 
considérée comme un prolongement de la géométrie élémentaire, 
ayant pour but de montrer comment l'usage systématique de l'ana- 
lyse algébrique peut faciliter la résolution des problèmes et la dé- 
monstration des théorémes de géométrie. C'est comme on l'a dit, 
l'application de l'algèbre à la géométrie. 

Mais elle a encore un but plus élevé et éminemment philoso- 
phique, elle est pour ainsi dire à la géométrie élémentaire ce qu'est 
la physique mathématique à la physique expérimentale. Pour éta- 
blir les vérités élémentaires de la géométrie, on est obligé de po- 
ser un grand nombre d'hypothèses (ou de postulatums) que l’on 
évite souvent de mettre en relief; la géométrie analytique a préci- 
sément pour but d'établir d'une façon à la fois franche et rigou- 
reuse les propositions de la géométrie élémentaire. Elle a pour but 
de montrer sur quelles hypothèses nettes et fondamentales il faut 
s'appuyer pour y parvenir. 

Je dois prévenir le lecteur que pour lire ce qui suit, il est indis- 
pensable qu’il fasse table rase de toutes les connaissances qu'il a 
acquises en géométrie, les mots que nous allons employer n'ayant 
pas le même sens qu'en géométrie, au moins au début, plus tard 
on verra que ce sens est seulement généralisé, 


2. Remarque au sujet des fonctions circulaires. — Dans ce 
qui va suivre, j'appellerai sinus et cosinus d'un nombre æ, réel ou 


Launexr, — La Géométrie analytique générale 1 
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imaginaire, non pas les lignes considérées en trigonométrie, mais 
les nombres définis par les formules 


AE DE a 
I BS ] 
y RASE A ; JW FU eV GE 
W dspO>+ so EZ 
2 2 Vv — l 


=R 


sin © 
tgz =——. 
cos T 


On démontre facilement, dans tous les traités d'analyse, indé- 
pendamment de toutes considćrations géométriques, et comme 
conséquences des formules de définition (1) que 


| cos («© + y) = cos x cos y — sin æ sin y, 
(2) | sin (æ + y) = sin æ cos y + cos æ sin y, 


d'où l'on conclut, en observant que en vertu de (1) 


(3) sin 0 — 0, cos O = I, 
la formule 
(4) sin? æ + cos? ¢ = 1 


Tout cela est bien connu, mais ce que l'on sait moins bien, c'est 
que à l'aide des formules (1), et sans le secours de la géométrie, on 
peut encore définir le nombre z et établir la périodicité du sinus 
et du cosinus, nous croyons donc utile d'entrer dans quelques dé- 
tails à ce sujet. On sait que des formules (1) on tire 


i g? at 
(5) cage Sa g 5 AT 
y : ję zę 
(6) sin © = r — z, "BI sees 
qui montrent que 
(7) cos © = cos (— x), sin x ==—sin(—a), , 


Si l'on suppose © = o la formule (5) donne cos æ = 1. Si l'on 
ait c = 2, ona, 


http://rcin.org. pl 


CHAPITRE I. — INTRODUCTION 3 


et l'erreur commise en prenant 


4 


COS 2 = I — - = — I, 
2 


est moindre que le premier terme négligé LE donc cos 2 < o 
q P gug 24 3? LO. 
L'équation cos © = o a donc au moins une racine entre o et 2, 


appelons „ la plus petite de ces racines, les formules (2) donneront 
T . .. T 
cos (2 + z) = — Sin z sin —, 
2 2 
. T . T 
sin (« of ) = cos x sin —. 
2 2 


mais la formule (4) donne 


. FT . T 
sin * ~ = r et sin ~- = £ 1. 
2 2 


T . = x LEW: 
Or pour æ < „, cos x qui, en vertu de (5), (6) est la dérivée de 
sin x est positif, sin æ est croissant, comme il est nul pour æ = 0, 


il est positif pour æ = A donc il ne peut être égal A — 1 et l'on a 


" . . Tr 
cos (x +5) = — sin z, sin (© + 7) = cos z 
2 
d'où il est facile de conclure 


cos (© + x) = — cos z, sin (x + r) = — sin z 


. . . . . . . . . . . . . . 


et l'on aurait de même 
Tr . 
cos G — +) = sin £, etc; 


Il reste à montrer comment on peut calculer z bien que cela ne 
soit pas absolument nécessaire. Or les dérivées de tg x et arctgæ, 
se déduisent facilement des formules précédentes sans avoir recours 
à la géométrie et on en tire 

DR TE 


arcigc = c — z + = 
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par les procédés connus, et l'on sait comment cette formule peut 
servir au calcul de 7. 

Ainsi en résumé, un individu n'ayant aucune notion de géomé- 
trie pourrait établir toutes les formules de la trigonométrie, abstrac - 
tion faite de ses applications géométriques (théorème des projec- 
tions, résolution des triangles, etc.). 
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CHAPITRE It 
LES ÉLÉMENTS 
1. Notions générales. — On appelle point ou variété à o 


dimensions, dans un espace à n dimensions, l'ensemble de n quan- 
tités ©,, Ly, ..., En ; et ces quantités portent le nom de coordonnées 
du Da € en m quéstion. 

Si les coordonnées d'un point sont variables et fonctions d'une 
seule quantité, qui peut être l’une d'entre elles, on dit que le point 
en question décrit une ligne, ou un espace à une dimension, ou 
encore une variélé à une dimension. 

En général, si les n coordonnées d’un point sont variables et 
fonctions de p paramètres distincts, on dit que le point décrit une 
variété ou un espace à p dimensions. 

On appelle souvent surfaces les variétés à n — 1 dimensions, 
dans les espaces à n dimensions. 

On appelle figure un ensemble de variétés à o, 1, 2, ... dimen- 
sions. 

On appelle intersections de deux figures, les points communs à 
ces deux figures, quand elles en ont, 

Quand deux figures ont des points communs on dit qu'elles se 
coupent ou se rencontrent en ces points, et ces points sont dits sur 
les figures. 

Une variété à p dimensions est continue, si les n — p coordon- 
nées fonctions des p autres considérées comme variables indépen- 
dantes, sont continues. 


Une surface (variété d'ordre n — 1 dans un espace à n dimen- 
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sions) est algébrique quand son équation est de la forme, on peut 
se ramener à la forme 

Eila 85) =0, 
F dćsignant un polynóme entier. Le degrć de ce polynóme est 
alors le degré ou l'ordre de la surface. 

Les surfaces du premier ordre sont ce que l'on appelle des plans 
(des droites dans l'espace à deux dimensions). 

Une variété est du premier ordre, si toutes ses équations sont du 
premier degré. 

n — 1 équations du premier degré représentent une variété à 
une dimension à laquelle on donne le nom de ligne droite, il est 
évident que les n coordonnées d'une droite peuvent, d'une infinitć 
de manières, s'exprimer en fonction linéaire d'un paramètre 
variable qui sera l'une d'elles si l'on veut. 

Les conventions qui précèdent permettent de condenser le lan- 
gage algébrique, et aussi de lui donner une forme imagée qui le 
rend plus facile à retenir. Avec ces conventions, la théorie des 
équations linéaires peut se résumer ainsi : 

n plans dans l’espace à n dimensions se coupent en général en 
un point et un seul. Si cependant le déterminant A des coefficients 
des coordonnées est nul, ils ne se coupent plus, à moins que les 
déterminants obtenus en remplaçant une colonne de A par les 
termes indépendants des coordonnées soient tous nuls. Dans ce 
cas, les plans se coupent en une infinité de points en ligne droite, 
car les n équations de nos plans se réduisent An — 1 qui défi- 
nissent une variété du premier degré. 

Il peut arriver que les mineurs du déterminant A soient tous 
nuls, alors en général nos plans ne se coupent plus, à moins que 
certains déterminants ne soient encore nuls, les équations de nos 
plans ne sont plus qu’au nombre de n — » distinctes et ces plans 
se coupent suivant une variété à 2 dimensions et ainsi de suite, en 
sorte que n plans peuvent se couper suivant des variétés Ao, 1, 2, 
3... et même n dimensions, c'est ce qui arrivera si toutes łes 
équations des plans sont identiques à un facteur près. 

Il convient de remarquer les surfaces qui ont pour équations 
©, == 0, ©, = 0, ... L, = O, ce sont des plans, on les appelle 
plans de coordonnées, ils se coupent au point de coordonnées 
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nulles, ce point est l'origine des coordonnées, les variétés à une 
dimension obtenues en prenant n — 1 équations parmi les ćqua- 
tions des plans de coordonnées sont les axes des coordonnées. 


2. Substitutions orthogonales. — Les équations suivantes où 
les a,, sont indépendants des x et des y : 


p = Ali + Malo oe» + dinTn: 
(1) Ja = dz, Ty A yyy ve + dyniCn, 


ko = dy Ty + dnąTą «++ + dnnTn, 


constituent ce que l'on appelle une substitution linéaire et homo- 
gène. Cette substitution est orthogonale, si l'on a quels que soient 
d’ailleurs i etj < n + I: 


osii Sj. 
(2) Ajili + Ajai e + And = ) 


E sy, 

Nous allons étudier les propriétés de ces substitutions. 

1° En premier lieu, nous résoudrons les équations (1), à cet 
effet nous multiplierons la première formule (1) par a,,, la seconde 


par a,,, la suivante par a,, ... et nous ajouterons ; nous aurons en 


vertu de (2), la formule suivante et ses analogues : 


Dy = Q Yi + dają e F AniŸne 
(3) sh aa 
Ly = yn), + dyn)ą «++ + AnnYn: 


2° Nous constaterons que le délerminant 
= E E ada +. Ann 
est égal à + 1, car son carré est : 


2 2 

a? + a'g + 111; By yg, + Uaa + oe 
2 2 

Og 1044 + agaaa ce ay + ag ee 


ou en vertu de (1) 


Le carré de A étant 1, A = Œ 1. 
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3° La substitution (3) est orthogonale, on lui donne le nom de 
substitution inverse de (1). On a en effet, en laissant j fixe, 
n équations parmi les équations (2) qui sont du premier degré en 
a,j, daj, Mj, ... et donnent 


m = c3 -= Æ = 
day; A Daj 
Or A étant égal à = 1, ona: 
dA dA osii sj, 
Oh ln a Mogę = T J r 
daji QQ jn -E SLAD: 


donc 
(osiisi. 
Ay Qj, + Gada ... + And jn = l'E ee =j, 
ce qui prouve que la substitution inverse est orthogonale. 
4° Des équations (1) élevées au carré et ajoutées, on lire, en vertu 
de (2) : 
(4) En Ez si, et, yy ry, ... RY: 


5° Róciproquement si les formules (1) entrainent quels que soient 
Lis Ly... En, la relation (4), elles constituent une substitution 
orthogonale. 


Car 


Pa + Yan (GH a, ...) 2%, + a (aa, + aa, vee) yy ees 


si donc (4) a lieu identiquement, il faut que 
2 -—— —- 
a, + By «+. == 1, Mile F agigi Or ces 
ce qui revient à (2). 
Ce théorème pourrait servir à prouver le théorème (4); mais il 
va nous permettre de prouver le suivant : 


6° Il existe des substitutions orthogonales, en nombre infini, 
considérons en effet les formules 


het Yt Cu (2, + V1) + 02 (Ca + Ya) 11. + Can (Zn + Ja) 
\ En — Yn = Cnt (©, + y) + Cro (Z + ya) +++ + Cnn EA + Yn). 
où l'on a 


ij = — Cji cy = 0. 
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multiplions la première par æ, + y,, la seconde par x, + Ya, etc., 
el, ajoutons, nous aurons 


a — Yi + 1% = Yi +... =0 


a 


ou 
Th + 0%, ... + Wp yt 7g -.. PY” 


donc en résolvant les équations (5), par rapport aux æ ou par 
rapport aux y, on obtiendra une substitution orthogonale. 

On obtiendrait encore une substitution orthogonale en résolvant 
les équations : 


(ay, = (EN) +. Cjn (2n F Yn)» 
PEDD) se w «M UNS) ae 

Tn == Yn = m (x, “be yı) + ee Can (Zn E Yn): 
ou l'on a toujours 

ĉij = Cjis Cii = 0 

la démonstration est la même, il suffit de multiplier la première 
formule par ©, Æ Yı, la seconde par æ, = Y, etc., et d'ajouter 
pour trouver ; 


. 
. 
w, + By... EM ZY Pa 


Mais il y a une différence capitale entre les formules (5) et (5 bis), 
les premières ont pour déterminant 1, les autres peuvent avoir pour 
déterminant — 1, quand on les résout par rapport aux y. En effet, 
en faisant varier les c, d'une manière continue, pour les faire 
tendre vers zéro, les premières conduisent aux formules : 


r —y, = 0, T,— Ya =0, ... 


OÙ Ti = fi Ty = Yq +... X = Yar les autres. conduisent aux 


formules x, = + y,, w, = + y, dans le premier cas on a des for- 
mules qui, résolues par rapport aux y auront pour déterminant 


1, les autres fourniront des formules de déterminant = 1, à 


volonté. 


(n = 
Les formules (5) et (5 bis), renferment MED paramètres 


. oy nin I 
comme les formules (1) qui en renferment n* liés par > 


relations ; elles fournissent donc les substitutions orthogonales les 
„ 
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plus générales, Observons enfin que ces formules sont très remar- 
quables en ce sens que, résolues par rapport aux y, les coefficients 
des æ sont rationnels en c,,, et à cofficients rationnels, 
7° Enfin nous constaterons que si 

2, == b, TA SI «+ Dyn Yn 
(C) he te se. 

ży Z Dni 73 <> 10 Onn Vas 
est une substitution orthogonale et si l’on élimine les y entre (1), 
et (6), on aura ; 

Gy = Ciy Z, + +s. Cyn Za, etc, 

et ces formules définiront encore une substitution orthogonale, car 
on aura 


© + ©, + |. zy, py, tet, 4, + 
3. Les déplacements. — Si l'on pose 
(1) Li, ZO (Y pp Y2 «+> Yn)s see Tn = On (y ++. Jn) 


le point z, ... x, se transformera en un point y, ... y,, en posant de 
même 


T'i = pis), vee L'n = Yn (V'i e Y'n) 

un second point «’,... se transformera en y’, ... y„. Une figure F 
formée de points æ,, ... ,x', ... se transformera en un autre G, formé 
d'autres points y, ..., y/,... 

On dit alors que l'on obtient G en déplaçant F, sans changer sa 
forme. 

Il y a donc une infinité de déplacements sans changement de 
forme. La géométrie est l'étude des déplacements sans changement 
de forme. 

Il y a une infinité de géométries, caractérisées par les fonctions 
9 qui définissent pour chacune d'elles les déplacements sans chan- 
gement de forme. 

La géométrie Euclidienne, pour nous la plus simple, est celle 
pour laquelle les déplacements sans changement de forme sont 
définis par les formules 


My Oy Saya ar z Ge 


(1) DICO NS ai ck à ep 


\ Tn = An + dny 4 = sa. JF Ann )n* 
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ou les a et les z sont des quantités indépendantes des æ et des y et 
ou les a sont les coefficients d'une substitution orthogonale de 
déterminant + 1. 

Quand les z sont nuls, la substitution (1) est ce que l'on appelle 
une rotation. 


Quand les a,, sont nuls, saufs les a, et quand on a par suite 
Dre Vie he D re 
le déplacement est une translation. 

Si deux figures F et G peuvent être transformées l'une dans 
l'autre par un déplacement, on dit qu’elles sont égales, l'égalité est 
donc toute relative, deux figures égales en géométrie Euclidienne, ne 
seront pas égales dans les autres géométries. Si la figure T est la 
figure S déplacée, on dit que l’on a appliqué S sur T. 

Jusqu'à nouvel ordre, nous ferons de la géométrie Euclidienne, 
exclusivement. 

Une substitution orthogonale de déterminant — 1, sera ce que 
nous appellerons un relournement. 

Il est essentiel d'observer que deux déplacements successifs re- 
viennent à un déplacement unique, et que par suite, un nombre 
quelconque de déplacements successifs, revient à un déplacement 
unique. En effet considérons les déplacements successifs 


(1) Scere, Hy Vy oes dny r» 
et 
(2) = == By + Dy, 2, +. Din Zn, 


où les z, les LA les a et les b sont constants, on a 


y= a, + yy (By + byy 2, +. Din Zn) + aa (By + By, 2, + +-.) + 1... 


ou 
By = a, F Gy Bie. ein Pa 
+ 2, (Ay, by, yg ba + +) 
+ 2 (abia + yg gy + oe) Poesy 


. . . , . . . . . . . . 


Or x, «,,... dans ces formules renferment un terme indépendant 


r 
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des z, plus des termes en z, qui ont pour coefficients, ceux d’une 
substitution orthogonale; car ce sont ceux d'une substitution 
obtenue en faisant deux substitutions orthogonales successives, 
obtenues en faisant dans (1) et (2) les z et les 6 égaux à zéro, — 
donc deux figures égales à une troisième sont égales entre elles. 


4. La ligne droite. — Un point peut toujours être amené en 
coïncidence avec un autre au moyen d'un déplacement, et cela 
d'une infinité de manières, par exemple, le point z, x, ... xp, 
peut être amené sur y,, y, ... Yn au moyen de la translation 


My == hy ys La My. ss 
La ligne droite, rappelons-le, est une ligne dont les coordonnées 


sont fonctions linéaires d'un paramètre /; ses équations sont de la 
forme 


(i) a, = F at; “rfp a Z Lp 24% + Gł, 
les & et les a étant indépendants de £ ; on peut mettre ces équations 
sous la forme 


(2) RER 1 aa = ae 
dy A, 


On voit que la droite contient le point a,, ... z,, et que l'on peut 
remplacer a,, a, ... a, par ka,, ka, ... ka, sans que la droite cesse 
de représenter les mémes points. On peut donc supposer 


(3) MORZU: A ZL; 


car on peut remplacer a,, a, ... par 


alors il est clair que 
2 TRES 
a, + a, +... = 1. 


Lorsque les a sont quelconques, on dit que ce sont les coefficients 
directeurs de la droite, et quand ils sont liés par la relation (3), 
on dit que ce sont les cosinus directeurs de la droite, et alors rien 
n'empêche, les a étant moindres que 1, de poser 


a; = COS ©,. 
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Par deux points w, ... æ, el x", ... x",, on peut faire passer une 
droite et une seule. 
En effet par le point «’,, ... x',, on peut faire passer une infinité 


de droites, par exemple w y= ZWANE 
(1) MES Ss ree BEE 
a, a, x an p 


et si l'on assujettit cette droite à contenir le point x’, ... «",, on 
aura 


ce qui détermine a, : a, : a, ..., et en portant leurs valeurs dans (1) 
ona 

DT di a, 

wa, n —2, 
celte droite est unique et bien déterminée. Si l’on avait x", = x’, 
on aurait pour l’une des équations x, — x”. 

Les équations 

a", — a, 
T, — a, 


m z! 
T n T n 


TE 7 7 
Tn — Tn 


expriment que les points x’, ..., æ", ..., ©”, ... sont sur une même 
droite. 


Distance de deux points. — Considérons deux points r, ,.. a’, 

etx’, ... «”,, et faisons leur subir un même déplacement : 
en d'autres termes, posons 

aj di + aay’, => «+. Qin) nr 

Li = à + ay") + +. Giny' ns 

(EN 0m, 
nous aurons 
w; — u; = dis y = re, coe + Gin (Fa = Yale 

et en vertu des relations 
osip=q, 


FAAA=9: 
on aura = 


Aipa + Apay + ... = 


(x, = m) + (1 — x)? = (ZY) + 2. (Y'n = A 
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La fonction 


LE VEA — L'A ooe (En — 0)? 
que l’on appelle distance des points a’, ...; x", ... ne change done 
pas quand on effectue un déplacement ou même un relournement. 
C'est ce que l’on appelle un invariant des substitutions ortho- 
gonales, c’est-à-dire une chose qui reste invariable ou invariante 
aprés une substitution. 
Reprenons les équations de la droite, à savoir 


ty =4, + i COSG, ... Ln = Yn + £ COS Oy; 


Jı» '/a «+. sont les coordonnées d'un point de la droite et cos 9,, 
cos g,... sont ses cosinus directeurs, ¿ est la distance variable du 
point ©,, ©, ..., au point fixe ‘y,. Ya ..., car ces formules donnent 


(0, — Na) re, — = À 
en vertu de la relation 


Cost ©, = 608% ©, = Fr. 


Si l’on donne à £ des valeurs positives, on obtient un certain 
nombre infini de points situés sur ce que l'on appelle la direction 
positive de la droite, et ils forment ce que l'on appelle une demi- 
droite ; les valeurs négatives de £ fournissent les points situés sur 
la direction négative de la droite; il n'y a rien d'absolu dans ces 
définitions, car en changeant les signes des cosinus directeurs, la 
droite resle la même et la direction positive se permute avec la 
direction négative. 

Les points d'une droite obtenus en faisant varier £ de £, à l, 
forment ce que l'on appelle un segment, il est orienté de t vers /, ; 
il est supposé engendré par le point variable obtenu en faisant 
varier { de ¢, à t. 

Considérons deux segments définis par les points a’, ...; a", ... 
et y, y'i … s'ils ont même longueur, c'est-à-dire si les dis- 
tances / des deux premiers points est égale à la distance des deux 
autres, on pourra poser 


(u) Gy =a", + 10089, ... x, = 2", + l cos Pn 


(2) a = M + l cos Lie Y'n = Ken + bcos Pns 
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cos Q, ...; et cos Y, ... désignant les cosinus directeurs des 
segments, ou des droites sur lesquelles se trouvent leurs extré- 
mités, 

Il existe un déplacement permettant de faire coïncider les deux 
segments. 

En effet une substitution orthogonale 
c; = a+ Any -E ase Miny ni 
Li = + any", + oe ny” a 
changera les premières équations (1) en 


Y 1014 Yan ++. = Y'a + Yaja + + l 008 4, 


que l’on peut remplacer par les suivantes 1/9 


Ya = y's + U(a,, cos 9, + ay, cos 9, +...) | 


donc une substitution orthogonale change une droite en une autre 
droite, un segment en un autre segment, la distance 


VAE 


est devenue V/(y’, — y’,)? ... ou J, elle n'a pas changé et si l'on se 
donne y’, ...; et y’, ... la substitution qui change x’, ... ; 2")... en 
Yi: y", … sera donnée par les formules 


cos Ÿ, = ay, COS 9, + ay, COS Pa ..., 
(3) ) COS Ÿ, = a,, COS G, + Ay, COS 9, ..., 


. . . . . . . . . . . . 


qui ont une infinité de solutions, car elles sont au nombre de n et 


n'n — r) een R 
renferment les —— z ~ paramètres de la substitution à faire. 


n(n— 1 
Or ( - ) 
forment que n — 1 distinctes comme on s'en assure en les élevant 
au carré et en les ajoutant, donc même dans les espaces à deux 
dimensions notre théorème est vrai. 

Angle de deux droites. — Considérons les deux droites 


> n, excepté pour n = 2, mais les formules (3) n'en 


(A) Ly Yy + Mł... Ly = Yn + arl, 
(B) z, = 8, <> Był o Ln 6, 4- Bal 
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supposons 
a, + a, ... = 1, D,-0,..Z% 
en sorle que a,, a, ... soient les cosinus directeurs de la premiere 
droite, b,, b,.., ceux de la seconde. Il est facile de voir que 
(1) a,b, + a,b; ... + ab, S 1, 
en effet 
(a?, + aè; ...) (b?, + b?, + ...) — (a,b, + a,b, ...)? = 
= (a,b, — b.a,)? +... =2(ab, — ba), 
c'est-à-dire 
1 — (a,b, + af, ...)* 20, 
donc la formule (1) a lieu et l'on peut poser 
cos6 = a,b, + a,b, ... + aabn. 

6 est alors l'angle des deux droites. Cet angle, non seulement 
n'est pas déterminé à un multiple de 27 près, mais comme on 
peut changer les signes des a ou des b, on voit que deux droites 
forment 4 angles positifs moindres que 27; mais quand les signes 
des a et des b sont donnés, on n'a plus à hésiter qu'entre deux 
valeurs de 9 et même @ est déterminé si on convient de le 
prendre < z. 

L'angle de deux droites ne change pas quand on déplace les 
droites qui constituent cet angle, c'est un invariant, 


En effet, si æ, ..., est un point de la droite (A), y, ... un point 
de (B), 


et 


Py m pee ne OE es — m) (73 — 8s) -- — 


se SZK AZOT NZ dr 
GZ 4 tl 1 
Or un déplacement ne modifie ni £{æ + y — y + 6), ni 
z (æ + 8 — y + 7), comme il est facile de le constater. 


Lorsque deux droites ont un point commun, leur angle n'est 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE Il, — LES ÉLÉMENTS 17 


plus seulement un nombre, c’est la figure formée par ces deux 
droites dont le point commun est le sommet de l'angle, à ce point 
de vue deux angles de même mesure sont des figures égales ou 
superposables par retournement. 
En effet soient 
Ty = a, + 1, COS g,, ... 
Ty = 2, + ły COS Y,, ... 


les équations des droites qui forment l'angle, ou comme l'on dit, les 


équations de ses cótćs. Une substitution orthogonale changera les 
ćquations de ces droites en 


a Yi yy Ya ++. = a,, Br + 4,,B, ... + L, COS ?;, 
By Yi + Ay Vy ce = M1, By H -.. + ły COS Y,, ... 


ou en 


Yı = B, + t, (a, C089, + ają cos Qi .….), oos 
Yi = B, + & (ay, COS Y, + a, cos W; ...), 006 
Si ces droites sont données, 8,, B, ..., a,, cos ę; +-..., et a,, cos 4, + 
a, cos 4, ... sont donnés cela constitue 3n équations contenant 
les paramètres de la substitution qui constituent la transla- 
n(n —1) 
2 


tion, et les paramètres qui constituent la rotation. Il y a 


R(n =— 1 n(n I 
donc n + ——— ah jst + ) inconnues à déterminer, le pro- 


blème sera en aka résoluble, Pour n = 2, il y a 6 équations 
et 3 inconnues, mais ces 6 équations se réduisent à 5, en vertu de 
l'invariance de la mesure de l'angle, enfin à 3 parce que 


(a,, coso, + aig COS %,..)? + dre cos», nes ARS ks «EST: 
(a,, cos 4 |) + 
n n I 
pour n = 3, RZ == 6 et 3n = g. Donc à partir des espaces à 


3 dimensions, il y aura une infinité de manières de faire coincider 
les angles de méme mesure. 


Lorsque 6 =o, on dit que les droites sont parallèles et de même 


sens, lorsque 0 — +, elles sont parallèles et de sens contraire, 
z 3z s > 4 
lorsque 6 = RU elles sont dans des directions perpendicu- 


laires ; dans le cas ou elles se rencontrent, et sont dans des 


Laurent, — La Géométrie analytique générale 2 
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directions perpendiculaires, on dit qu'elles sont perpendiculaires 
l'une sur l'autre. 
Lorsque 6 = o on a 
cos? 6 = 1 — E (ab, — baj)? 
sin? 6 = E (a;b; — b,a;\? 
o = E (ab, — bia; * 


donc 
a;b; — ba, = 0, 
ou 
/aż 3 

a, a, va +a’; 

Hy Moe =; 

b b, Ve +... 
et par suite a, = b,, a, = b, ... ou a, = —b,, a, = — b,..., et 


l'on voit que des droites parallèles ont, au signe près, les mêmes 
cosinus directeurs. 


+ 
5. La trigonométrie. — On appelle triangle, la figure formée 


par trois points, les côtés d'un triangle sont les droites qui passent 
par deux de ces points, ou sommets dont il est formé ; les côtés for- 
ment entre eux des angles qui sont les angles du triangle. 

Pour achever de définir les angles, nous dirons que si A, B, C 
sont les sommets, les directions positives des côtés AB, BC, CA, 
seront telles que les segments AB, BC, CA sont positifs. 

Soientx,, «,... les coordonnées du sommet A, 
Dr Lan 9 » » B, 
m wz D » » G, 
a la distance de B à C, b, celle de C à A, c, celle de A àB, soient 
A, B, C, les angles correspondant aux sommets A. B, C, les 
cosinus directeurs de BC sont 


n L4 
u — +, a ey 
a : a 
ceux du C A sont 
T2, Tą — U 
b , b , 
ceux de AB sont 
w = x", = Ty 
zę, SCF: 
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donc on aura 


AT E(æ— x") (x — x), 


be 
ou 
cos A = -E z [ (a — a, + (x — x"? — (x — x") | 
ou 
abe cos A = b? + c? — a? 
ou 


aż = b? + c? -- abecos A. 


On sait que des formules 
a? = b? + c? — alecos A, 
b = c? + e — aaccosB, 
e = a? + b? — 2 abcos C, 
on déduit facilement 


sin À  sinB sin C 
E car Gt MED. 
a = b cosC — ccos B, b = e cos A — a cos C, e = a cos B — b cos A 
A+B+C=n. 


Donc quand on donne a, b, c, ou trois éléments consécutifs de la 
suite 


À, 6, By eG: -6) 508... 


les {rois autres sont déterminés, donc deux triangles sont égaux 
dans toutes leurs parties, s'ils ont trois éléments égaux consécutifs, 
ou trois côtés égaux, de plus, ce sont deux figures égales ou que 
Fon peut faire coïncider, en effectuant un déplacement ou un 
retournement. 

Soient en effet A, B, C, et A’. B', C’, les sommets de deux tri- 
angles égaux, dans toutes leurs parties, on pourra faire coïncider 
A avec A‘ et b avec b', comme c = ec’, Bet B', coïncideront avec 
C et C' et a avec a’. 
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THÉORÈMES SUR LA DRO.TE 


6. — Par un point donné, on peut mener une droite perpen— 
diculaire sur une autre et une seule. 
Soient : 
c, ==a, + al, Te = a, + Gł... 


les équations de la droite, donnée, a’, 2’, ... les coordonnées du 
point donné, la droite 


(9) a'—a—aûh «',—a,—a,l, 


passe par le point «’,, «’,... et, par un point a, + ait, ... de la 
droite donnée ; et si l'on choisit ¢, de telle sorte que 


(1) a, (z, — a, -~ at) + a; (2'3 — a — al). =0 


elle sera perpendiculaire à la première ; cette formule détermine 
L,» il n'y aura donc qu’une solution, et l'on aura 


(3) =a, (z, = a) + a, (z, z" 2) wee 


L, fera connaître les points de concours des deux droites, ou le pied 
de la perpendiculaire. 

Toutefois, ce que nous venons de dire, n'aurait plus de sens si 
le point donné x',, x’, ... était sur la droite donnée, les équations 
(1) et (2) seraient illusoires, car on aurait r, — a, — al, = 0, ... 
mais alors toute droite passant par le point «’,, æ's ,.. et ayant des 
coefficients angulaires b,, b, ... satisfaisant à la relation 


(4) a,b, + a,b, + ... =0 
A savoir 
(5) 6, =, +: Dym, Tą 1, + bu 


sera perpendiculaire à la droite donnée. Sion tireles b de (5) pour 
les porter dans (4), ona 


a, (x, — a’,) + a, (£a — xs) + ... 50 


c'est l'équation d'un plan (d'une droite si l'espace est à 2 dimen- 
sions), qui contient toutes les perpendiculaires à la droite donnée 
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en «’,, 2’, ,.. On lui donne le nom de plan perpendiculaire à la 
droite. 
Pour évaluer la distance du point x’,, «’,... à une droite, 


(6) Oy 4 0460 Dy ='0 FOGG +: 


C'est-à-dire la distance d du point z',, x’, ... au pied de la per- 
pendiculaire menće de ce point 4 la droite, il faudra tirer ¢, de (3) 
et le porter dans (6), on aura alors 


Ty =a, +a, [ a, (©, — a,) + a, (t'a —- a.) PS 


Sg w e. 2:4,” oy ae ie See) Ja lo A 
LA el on aura la distance d cherchée par la formule 
83 = (a, — a) + (0, — ©)? + ... 
ou bien 
03 = E f ai — x + a; [ a;(a,' — à) + a, (0, — a) ... | fs, 
ce qui peut s'écrire en supposant a°, + a*, ... = I 
83 = E(a; — x} + [ale — %) + (zy — a.) SP 


+ 2 (x — aj jaj] a,(x,' — a, + mak 


ou 
è? = La; — 2)? — [za(zi — a) |, 
ou encore 
è = X(a;, — 2;)? Sa? — [sa(x/ — a)l, 
ou enfin 


è? = x[a(axj— aj) — aj(2i— a) |"; 
et si a°, + a?,... n'est pas égal à 1 
ag I 
à? = Ea", z[ ax; — aj) — a;(x; — a) |è. 


Par un point donné on peut mener une parallèle à une droite 
donnée et une seule (Postulat d Euclide) 

En effet toutes les droites paralléles ont mémes cosinus direc- 
teurs a,, a, ... an èt une droite est bien déterminée quand on en 
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donne un point «,', z, ... et les cosinus directeurs, ses équations 
sont 

MZ, EE D = Ti ae oe 

On peut démontrer que la perpendiculaire menée de «,', ©', ... 

sur la droite 

Did, 04, v= ©, rat. 
est plus courte que toute oblique. C'est-à-dire que la perpendicu- 
laire menée du point zy, x,'.... à la droite est plas petite que la 
distance du point «,', z, ... à tout point de la droite différent du 
pied de la perpendiculaire. 


En effet la distance D, du point x,', ©, ... à un point quel- 
conque de la droite est donnée par la formule 


DA DE — a + at, 
ou si Za = I 
D? = £ + Saajl (a; — x) + Ex — x}, 
et le second membre est minimum pour 
t = Ya) — aa; 
et dans ce cas / définit, comme on l'a vu tout à l'heure, le pied 
de la perpendiculaire menée de x,', z, ... sur la droite. 


On peut mener d'un point c, x', ... un plan, et un seul, perpen- 
diculaire à une droite. 


Ty = a, + al, La = 2, + Qył, ... 
En effet on a vu que I'ćquation d'un pareil plan était 
(r, — @,")a, + (£, — 2,')a, ... = 0, 


«cy, X," ... étant les coordonnées du point où il rencontre la droite ; 
s'il doit passer par le point x’, ©, ... on doit avoir 


(c — a,")a, + (x, — 2,’)a, ... = 0, 


ce qui détermine «," a, + x," a, ... et en éliminant par soustrac- 
lion cette quantité on a l'équation demandée 


L(x; — aa; = 0. 
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Trouver les conditions pour que deux droites 
c, = 4, Ft, La = a, + Qył, ... 
©, =f, + bu, ©, =P, + bu... 
se coupent. 
Pour qu’elles se coupent ou pour qu'elles aient un point com- 


mun L, z, ..., il faut et il suffit qu’il existe des valeurs detetu 
telles que 


a, + at = B, + duu, ... 


ou: 
at — bu = 8, — %, 
(1) a,t — bu = By — 4, 
ou: 
a, b, b — % 
a, b, Ps — 2 | FO... 
| az by Pa — % 


toutes ces équations se réduisent à une seule, dans un espace à 
trois dimensions; si l'espace est à deux dimensions, on n'a plus 
que deux équations dans le système (1), donc, en général deux 
droites dans un espace à deux dimensions c’est-à-dire situées dans 
un plan se rencontrent toujours à distance finie ou infinie. 

On peut toujours mener une perpendiculaire commune à deux 
droites, 


(1) D, =a, + dil, «+. Za? = t, 
(2) c, =P, + bin «+ zb? = 1. 


En eflet les coefficients directeurs d’une droite P joignant un 
point de (1) à un point de (2) sont 


a, — P, + at — bu, ai Ba + al — bou, ... 


et en exprimant que cette droite P est perpendiculaire à (1) et (2) 
on a 


(3) Za;( 1 — Bi + ait — bu) = 0; 
(4) zb,(u; — Bi + at = biu) = 0, 
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ou en appelant V l’angle des droites (1) (2) 
Laj(a; — 8.) + t — u cos V= o, 
Xbi(a; — Bi) + t cos V — u = 0. 
Ces formules déterminent u et £; et par suite deux points de la 
droite cherchée. 
Les équations (3), (4) en posant 
(5) P? = L(a; — Bi + at — bu? 
peuvent s'écrire 
> — 
UT 


oP? 
du — 
elles expriment que la perpendiculaire commune est minima parmi 
toutes les droites joignant un point de (1) et un point de (2). 

Dans l'espace à trois dimensions, la recherche de la perpendi- 
culaire commune est simplifiée par le fait que la condition d'être 
perpendiculaire aux directions a,, a,, a, et b, b, b, détermine les 
coefficients directeurs X,, À,, 45, de la perpendiculaire commune 
car ona 


U 


Aya, + ha, + ha, = 0, 
Rhee, cous. en 0, 
d'où 
Ny egg —— slg 5, ss 
pour avoir la perpendiculaire demandée, il suffit d'exprimer que 
la droite 


x, — X, ee | de X, 


x, — X, 
i, i 


À 


2 3 


rencontre les deux droites données et l'on a entre les coordonnées 


X,, X,, X,, d'un point quelconque de la perpendiculaire commune 
les relations 


X, = a, X,—a, X, — a, 
Ai À, ds = O, 
di dą a, 

X, F B, X, zł Ba X; y Ba 
À, da As = 0; 
b, b, b, 


ce sont les ćquations de la perpendiculaire commune. 
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Des équations (3) et (4) on tire 


z — ©, +at—bu _ a — P + at—bu  a—6,+a,t—$u 

1% A Fa R x: kid FEP TG 
el comme a), + ah, + ah, et br, + b à, + bk, sont nuls, ces 
rapports donnent, (Cos V = a,b, + a,b, + a,b,) 


z (a; — Bia; + t — u cos v] = 0, 
z[ (a — Bi)bi + t cos V — u] = o, 


et ils sont égaux à 


en sorte que 


a, —- B, +a,t — b u = VE ++," 


et en éliminant ¢ et u 


a, — Pi; dis b, ue NA 
a — Ba azs b, — va, + AJ + A P, 
dą — Ba, ay, b, 


on peut remarquer que 
VE, + 33, + 23, = sin V 

et que V est l'angle des deux droites. Le déterminant qui figure 
dans l'expression de P est le moment des deux droites. 

Distance d’un point à un plan. — Soit 
(1) AT, + 4,74... + Ont, + b = 0 
l'équation d'un plan, x',, æa, ... les coordonnées d'un point la 
droite perpendiculaire au plan menée par ce point aura pour équa- 
lions 
z — æ z T, — TY aa 

Lg) a, 


(2) rs 


et le point où elle rencontre le plan, que l'on appelle son pied, 


aura des coordonnées fournies par les formules (1) (2) qui donnent 
Dy — Ty, aTe — fes — 2's) + (7, — ©) -.. 


2, 
a, a, Za; 


AT, * ... Anin +b 
La’; š 
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on en tire immédiatement z,, z, ... On obtient la distance des 
points æ,, ... et’, ... ou la grandeur à de la perpendiculaire en 
écrivant à la suite de ces rapports 


Rp I UE AA À 
V(z, =r + (gą — © 2)” ... 
V 2a? 
ou 
Fr è 
e" yta? ? 
ct l'on a 


= + mi + c.. An'n + b 


si a? = 1, le premier nombre de l'équation du plan dans lequel 


on remplace les coordonnées courantes par «’,, x’, ... représente 
donc, au facteur près yZa*, la distance du point «’,, w, ... au 
plan. 


Nous laissons au lecteur le soin de prouver que la distance à est 
plus courte que toute oblique, ou que a,x’, + a,x', ... + b est un 
minimum de ¥ (x; — +’) quand a,x, + a,x, ... est constant. 

On appelle angle de deux plans, l'angle formé par les normales 
ou perpendiculaires à ces plans. Si alors a,, a, .., et b,, b, ... sont 
les cosinus directeurs de ces plans ou des normales A ces plans 
a,b, + a,b, ... sera le cosinus de l'angle 6 de ces plans. 

Quand cos 6 =o, les plans sont rectangulaires. Quand cos 0 = 1, 
ils sont parallèles ; et on a vu que alors a, = b,, a, = b, ... , Ou si 
les a et les b ne sont que des coefficients directeurs 


a, ER a, PE: 
ed A 
Par une droite 
cy = 4 + dl, Ts => + dl. 


mener un plan perpendiculaire sur le plan 
A,a, + ... Ant, + B= 0. 
Le plan cherché aura pour équation : 


Ag, He. +"B—0, 
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s’il passe par la droite, on aura 
A' (2, + ait) + A,(2, + a,l) ... = 0 
quel que soit £, donc 
A’,x, + Ax, ... 20, A'a, + A’,a, ... = 0; 
s’il est perpendiculaire au plan donné 
A,A’, + A,A’, ... = 0. 

on a donc 3 équations pour déterminer A, : A, : ... B. Le pro- 
blème n’est déterminé que pour l'espace à trois dimensions. 

Distance de deux plans parallèles. — Deux plans parallèles sont 
deux plans dont l'angle est nul, deux plans parallèles ne se ren- 


contrent pas, en effet, leurs équations, en meltant leurs cosinus 
directeurs {qui sont les mêmes) en évidence sont 

(1) a, + Al ce + AC + b 20, 

(2) AT, + lg ve + Any + C = O, 

ils ne sauraient avoir de points communs s'ils ne coincident pas, 
car Si ry, ©, ... En était un point commun en retranchant leurs 
équations l'une de l’autre, on aurait b = c, ce qui est absurde, si 
les plans ne coincident pas. 

La distance d'un point du plan (1) au plan (2) est donnée par la 
formule 

AT He H ann + Co 
ou en observant que x,, ©, ... ©, satisfait à (1), cette distance se 
réduit à c — b, elle est la même quel que soit æ, ... £n, la distance 
d'un point de (2) à (1) serait b — e, la valeur absolue de b — c, est 
ce que l’on appelle la distance des deux plans parallèles (1) et (2). 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que une méme 
droite est coupée en parties égales par des plans parallèles équi- 
distants. 

Trouver les coordonnées d’un point qui partage une droite joi- 
gnant le point x,, ©, ... au point x',, w, ... en parties proportion- 
nelles à m et m. 

La droite qui passe par x,, r, ... et a, a’, ... a pour ćqua- 
lions 


a, —2 zy —c 
Lt + W: WJ (7: "Gz % A CAE 
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4 
Fa + -… sont les cosinus directeurs de la droite et / la distance 
des points x,, ...; a’, ... t est alors la distance des points z,, x, . 
et X,, X, ... Si ce dernier point doit partager la droite en parties 
proportionnelles 4 m et m’, il faudra que 


t m 
[= t m” 
ou 
tm = Im — tm, 
ou 
t( m + m’) = Im 
lm 
PZD 
m + m 
alors 
4 
a xe, — rx lm 
X =r — ———,,.. 
1 BB l m + m 
ou 
f ! 1 
: a, —x ma ma 
X, = x, + H m = TE À 
m + m m + m 


Sim =m/, ona 
> 1 
x HAT; 
= 


bien entendu m et m' peuvent être négatifs, le point de division 
serait alors en dehors du segment qui joint æ,, z, ... à ey eee 

Si Fon cherche un point M tel que A,, A, ... désignant des 
points fixes, la quantité 


LES 


soit un minimum, en appelant x,;, cy, ... les coordonnées de 
Ai; @,, ©, ... celles de M, cela reviendra à rendre 


Ze [ (ai — gy)? + (2, — 2)? ... | 
minimum, ou 4 poser 


Ep; (©, — ty) = 0, 


Epi (x, = Tai) = o, 
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d'où l'on tire 


5 Euit Eu Ty; 
cy = —; ) YS =, saa 
e “Mi 


Le point ainsi déterminé est dit le centre de gravité des masses 
Hy, By placées en A,, A, ... 

Lorsque u, = p, ... = 1, le centre de gravité porte le nom de 
centre des moyennes distances des points x,, ..., £y, ... ou de 
centre de gravilé sans autre indication. 


7. Transformation des coordonnées. — Les coordonnées 
d'un point x,, x, ... £a, en définitive, sont les distances de ce point 
aux plans r, = 0, £, = 0, ... z, = 0. Considérons n plans 

Al + yay ce + Ain Tn + b, = 0, 


QT + Ona ... + AT, + bn = 0. 


les distances X,, X, ... du point x,, ... z, à ces plans sont (en 
supposant que les a,, soient les cosinus directeurs des normales 
aux plans en question) 


X, = AT, + ainn + life 
(1) > SLR ee ee Pis 


I 


. . . . . . . 


De ces formules on peut aussi tirer les æ en fonction des X et 
si les plans considérés sont perpendiculaires deux à deux, les for- 
mules précédentes seront des formules représentant une substitu- 
tion orthogonale en sorte que 


a, =a,,(X, — b,) + a,, (X, — b,) …, 

Toute figure pouvant se représenter par une ou plusieurs équa- 
tions en x,, r, ... Ta, pourra également se représenter par les équa- 
tions transformées en X,, X, ... Xn. Quand on fait cela, on dit 
que l’on transforme les coordonnées. 

Il y a plus, les a,, tout en étant les cosinus directeurs des plans 
X, =o, ... X, =o pourront fort bien ne pas être les coefficients 
d'une susbtitution orthogonale, toute relation entre les X sera une 
relation entre les æ et représentera une surface. + 
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Mais en multipliant les X par des facteurs constants X et en 

posant 
x!) == ene X, "ME 

une équation entre X',, X’, ... représentera encore une surface et 
en particulier, toute équation du premier degré représentera un 
plan. 

Ordinairement on choisit les coefficients ). de telle sorte que 
ZX: désigne la portion de parallèle à la droite 


iO; CH X, = 0, 


(Equations d'où X; = o est exclu) comprise entre le point 7, «-- x, 
ou A,X, ... AX, et le plan X; = o. Le calcul de À ne présente au- 
cune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas. Le théorème des 
projections qui résulte des formules de la trigonométrie conduit 
aisément aussi à l'évaluation des quantités À,, X; ... An. 


8. Sur les rotations. — Supposons cij = — cy, €t cu = 0, les 
formules 
(1) Nim Lj Ci (č, En Yi) + see Cin (x, ats Yn), 


Cre E 0: 

représenteront une rotation dans l’espace à n dimensions, les plans 
de coordonnées sont d’ailleurs n plans rectangulaires quelconques. 
Si l'on veut qu'un point reprenne sa position après la rotation, il 
faudra supposer z, = y,, z, = y, … dans les formules (1), et si 
elles ont des solutions, ces solutions feront connaître les points qui 
ne seront pas déplacés après la rotation. 

Au lieu de faire ©, = y,, £, = y, ... on peut faire y, = sx,, 
Ya = sr, ... et exprimer après coup que s = r. Les équations (1) 
deviennent alors 


©, (s — 1) = Cy, (8 + 1) 2, + Ca (S + 1) ay... + Cin (S + 1) an 


ou en posant 
s— 1 


s = | 
S+ 1 


(Ci — I) £, + CjąTą ee + Cinta = 0, 
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ces équations admettent la solution +, = z, ... = 0, évidente à 
priori, mais elles en auront une infinité d’autres si l’on a 


Cyy — t, Cigs oe Cin 
(2) Cay» Cog — bs +.. Con | FO. 
| cm: Cna'+** Cun — 1 


Désignons par T le premier membre de cette ćquation ; pour 
l =0,T est nul ou positif, car un déterminant gauche est nul ou 
positif quand les éléments de sa diagonale principale sont nuls; 


3 est une somme de déterminants gauches qui pour £ = o sont 


e. PT, 0 x $ P 
nuls ou positifs, Ja également et ainsi de suite, donc si l'on déve- 


loppe T par la formule de Mac-Laurin en faisant (si n est 
impair) abstraction du facteur ¢, on aura un polynôme dont tous 
les coefficients seront nuls de deux en deux, et dont les autres 
coeficients, relatifs aux puissances paires de £ seront positifs, 
l'équation (2) a donc une racine nulle si n est impair, et ses autres 
racines sont imaginaires ; alors s sera imaginaire ou égal à 1, pour 
t =o seulement, si n est impair. 

Donc, si nr est impair, et seulement dans ce cas, il y aura une 
infinité de points, évidemment en ligne droite, passant par l'ori- 
gine, que ne déplacera pas une rotation, cette droite porte le nom 
d'axe de la rotation. 

Placons nous alors dans un espace à un nombre n impair de 
dimensions. 

Les équations (1) peuvent se mettre sous la forme 


elles expriment que la droite D qui joint les points correspondants 
Yis Ya «+» etæ,, La ... est perpendiculaire au plan 


(eu ET + ote sre) X, + (en Es A X... =6, 
2 2 
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Enfin le plan en question passe par l’axe de rotation dont les 


équations sont 
AE e + ci 6 SZ 
CX, + 034 X; +. = 0, 


ou en posant 


Cila Cnn 
on a 
X, zz X, 
dc oc 
CC yy UCją 


ainsi qu'il est facile de voir, car 


y x. gt 2 oC 
(en E + e, et a 5 1) hoe =0. 
Pam, 
èC C 


Si l'on multiplie les équations (1) par < 


ajoute on a 


(2) (7 — 2) Ry, 


ZERA 
dCi, dCi 


.. =O, 


... et si on les 


ce qui montre que les points æ, ... et y, ... correspondants sont à 
la même distance du plan perpendiculaire à l'axe 


12 


+ X, — ... = constante. 


La distance du point A, ou @,, ... x, à l'axe a pour carré 


celle du point B ou y,, ... y, a pour carré 


żę: Sy a" = CE 
an LT Leu 


celle du point A au point B a pour carré 


z(y — x}. 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE I. — LES ÉLÉMENTS 33 


L'angle 9 des droites perpendiculaires à l'axe menées par A et B 


est donné par la formule 


=) ) | + i— (re cy] R z (eq) Card 


Ls ac 
Mais Ze; q est égal à sy, en vertu de (2) en appelant celte 
quantité re ona 
Zr? — o? SAS ANS P s 
cos 0 = LT: PROZY veld. 
sy) E (ien) 


or 


on a donc 
area ey. MAE 
ZEE (E kE. 
L'angle $ qu'on appelle l'amplitude de la rotation est donc indé- 


cos § = 


pendant des points considérés A, B. 
Remarquons enfin que si la rotation n'existe pas pour un espace 


à un nombre pair de dimensions, on pourra toujours effectuer une, 
rotation de cet espace dans un autre à une dimension de plus. 


Laurent, — La Géométrie analytique générale 
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MESURE DE L'ÉTENDUE DES VARIÉTÉS 


4. Espaces fermés. — Considérons une surface 


Fais Ts ++. Ln) = 0 


/ pourra être le produit de plusieurs fonctions entières ou non ; 
l'espace à n dimensions est partagé en deux régions par la surface 
f= 0, à savoir la région pour laquelle f est positif, et la région 
pour laquelle f est négatif. L'une de ces régions sera dile positive, 
l'autre négative. Comme f — o représente la même surface que — 
J= 0, il suffit de changer le signe de f pour changer le nom de 
ces régions. Pour éviter toute ambiguïté, il suflira de supposer 
que le signe de / soit déterminé une fois pour toutes en un point 
donné. 

Considérons la région positive, ce que nous allons en dire s'ap- 
pliquera à la région négative ; la région positive peut se décomposer 
en plusieurs autres, séparées par des limites telles que dans ces 
limites on a ou f= 0 ou f< o. 

Sidans un espace à n dimensions, on a toujours f > 0, sans 
qu'aucune des variables x,, r, .., æ, y soit infinie, si de plus, on 
peut toujours passer dans cet espace, d'un point à un autre d'une 
manière continue, sans que l'on ait jamais f — 0, cel espace sera 
dit fermé. Ce sera une prison pour un être à n dimensions assu- 
jetti à rester dans l'espace à n dimensions, de tels espaces fermés 
existent, ainsi la sphère 


f= @ — a) + vee (En — an) — R = 0 
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décompose l'espace à n dimensions en deux régions, dans l'une, 

à laquelle appartient le point x,, x’, ... an, qui est le centre, f est 
négatif, et cette région est fermée parce que les æ y sont tous finis. 

et parce que, en considérant des points pour lesquels (a — a)? < RZ 
on peut toujours passer de l’un à l'aure d'une manière continue, 

sans supposer un seul instant £ (r — a)? s R?, 

Je vais prouver une proposition qui nous sera bientôt utile, à 
savoir que n + 1 plans déterminent un espace fermé à n dimen- 
sions, dans l'espace complet à n dimensions, et cet espace que 
l'on appelle triangle dans le cas où n = 2, tétraèdre dans le cas où 
n = 3, nous l'appellerons un simplex, dans l’espace à n dimen- 
sions. 

Considérons n plans, se coupant au point o et que nous pren- 
drons pour plans des coordonnées. Si l'on considère un plan quel- 
conque ne passant pas par l'origine, on pourra toujours choisir les 
directions positives des axes de coordonnées, de telle sorte que 
l'équation du nouveau plan soit 


T T T 
(1) +2 + t= 1, 
a) Gs Gu 
a,, .… a, seront les coordonnées non nulles des points où le plan 


rencontre les axes, et on pourra les supposer positifs. Or l'espace 


compris entre le plan (1) et les plans des coordonnées est limité 
par la surface 


©, £ z, (z! + r) =o0o 
1 Va see Wa a, PAIE >. dy 


et les © restant positifs, on peut passer d'une manière continue 
d’un point à un autre de la région, définie par l'inégalité. 


CENE” > a 1) 0; 


qui est évidemment telle qu’elle ne peut contenir un point de 
coordonnées infinies. 

Il est évident qu'avec moins de n + 1 plans, on ne peut former 
aucun espace fini, au moins en géométrie Euclidienne. En sorte 


que si l'on peut s'exprimer ainsi en généralisant le langage ordi- 
naire : i 
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Le Simplex est le plus simple de tous les polyèdres, c'est-à-dire 
le plus simple des espaces fermés que l’on puisse former avec des 
plans. ` 


2. Mesure des Variétés. — On appelle longueur d'une ligne, 
ou plutôt de la figure formée des points obtenus en faisant varier 


le paramètre £ de 4, à T; et que Fon appelle un arc, l'intégrale 


(i) C/G (Ge 


lo 
cette longueur n'aura de valeur 1° que si les coordonnés zy, ... £n» 
considérées comme fonctions de /, ont des dérivées continues; 2° 
que si l'intégrale a un sens bien déterminé. Il est facile de voir que 
la longueur de la droite 
U = 4i + at, La = 0, Hal, ... 
ou a,, a, ,.. sont les cosinus directeurs de la droite, comprise entre 
les points z,, a) ... Ct a, + a,l, 2, + azł,... est précisément ł, ce que 
nous avons appelé la distance de ces points, car l'intégrale (1) se 
réduit ici à 
NL Fur bus »ł 
| ya, + ... a dł = | dt =f. 
vo Jo > 
La circonférence est une ligne qui peut étre dófinie par les 
ene qui p 
ćquations 
ZR om x, = RK sin 9, 
ou par l'équation unique 
ie g 
sa longueur sera 
f Rede 

et comme on l'obtient toute entière en faisant varier de O à 27, 
sa longueur totale, on I'obtiendra en prenant pour limites de l'inté- 
grale o et 2 z, ce qui donne 2 z R. 

Si l'on refuse de considérer la notion d'aire comme une notion 
première, on peut cependant appeler en géométrie à deux dimen- 
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sions, surfaces égales des figures fermées superposables ou décom- 
posables en parties superposables, et il est facile alors de prouver 
que deux rectangles sont décomposables en parties égales et que les 
nombres de parties égales contenues dans les rectangles sont 
entre elles comme le produit des côtés de ces rectangles. On est 
conduit ainsi à la mesure de la surface du rectangle, la mesure du 
parallélogramme, du triangle, des polygones, s'en déduisent rigou- 
reusement, la mesure des aires limitées par des courbes, peut être 
plus difficile à concevoir, mais à l'aide du calcul intégral, on par- 
vient à donner une définition précise de la mesure des aires, à 
l’aide d'une convention qui n'est qu'une traduction précise de la 
notion vague que nous avons à priori de l'aire limitée par un con- 
tour fermé. Le calcul intégral permet d'étendre cette notion d'aire 
aux surfaces courbes, nous pourrions dire quelque chose d’ana- 
logue au sujet des volumes et des mesures de toutes les autres va- 
riélés, mais toutes ces notions sont du ressort du calcul intégral sur 
lequel nous ne voulons pas empiéter de peur de nous laisser 
entrainer trop loin (*). 

Quoi qu'il en soit, dans l'espace à n dimensions, l'espace limité 
par » n plans rectangulaires ou parallèles deux à deux, et qui est 
analogue du rectangle et du prisme droit à base rectangulaire, 
a pour mesure le produit de ses arêtes : et le simplex a pour mesure 
le produit de l’une de ses bases par la nie partie de sa hauteur. 
Nous laissons au lecteur le soin d'en faire la démonstration. Nous 
lui laissons également Je plaisir de généraliser la théorie de la 


similitude. 


(1) Il ne sera pas inutile de faire connaître un théorème découvert par un 
ouvrier mécanicien, très facile à démontrer, mais qu'il était difficile de deviner, 
en raison même de sa forme paradoxale « Tout polygone peut être découpé en 
un nombre fini de parties qui, convenablement assemblées, peuvent former un 
carré ». Ce théorème, un des plus remarquables de la géométrie n’a malheureu- 
rement pas d'analogue pour l’espace de plus à deux dimensions. 
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INCURSION DANS LE DOMAINE CONCRET 


L'homme, pour expliquer et coordonner ses sensations, est 
obligé de faire des hypothèses qu'il prend souvent pour des réa- 
lités. L'espace est une de ces hypothèses ; et pour bien nous en 
convaincre, il suffit de nous demander ce que serait pour nous 
l'espace, si nous n'avions que le sens de la vue et si nous étions 
assujettis comme certains mollusques à rester immobiles ; évidem- 
ment nous aurions créé un espace à deux dimensions, tout se pas- 
sant pour nous dans la nature, cumme si les objets se déplaçaient 
dans un tableau. Si l'on observe en effet les tout jeunes enfants, 
on voit qu'ils cherchent à saisir les objets éloignés, comme s'ils 
étaient à leur portée, ils n’ont pas encore la conscience du relief. 
Enfin il est très probable qu'avec d'autres sens, nous nous ferions 
une autre idée de l'espace, peut-être l'aurions nous créé à plus de 
trois dimensions, pour les anciens le ciel était à deux dimensions. 

L'homme après avoir créé l'espace, à créé une géométrie, aussi 
simple que possible, pour expliquer les phénomènes qui se passent 
dans son espace. Mais sa géométrie a d’abord été expérimentale 
avant d'être rationnelle. Après avoir constaté expérimentalement 
une foule de faits, il a essayé d’en prévoir de nouveaux. et il a été 
conduit à se demander si les faits observés ne pouvaient pas êlre 
regardés comme des conséquences logiques d'un petit nombre 
d’entre eux et de quelques définitions bien choisies. 

Or Euclide auquel nous attribuons ce travail de synthèse, et dont 
les opinions sont restées comme des oracles à travers l'antiquité et 
le moyen age, est encore considéré aujourd'hui comme infaillible, 
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à tel point qu'en Angleterre, on apprend sa géométrie par cœur, 
avec les numéros des propositions, comme on apprend chez nous 
le code. Et, si sur le continent on se montre moins respectueux 
envers l'illustre géomètre, on conserve cependant ses axiomes et 
ses postulats, énoncés ou sous-entendus. 

Si Fon veut se rendre un compte exact de la valeur des raison- 
nements et des hypothèses qui servent de base à la géométrie clas- 
sique, il faut faire abstraction des préjugés que nous devons à notre 
éducation et à notre atavisme. C'est là dira-t-on chose difficile, 
mais la lecture des pages qui précèdent, nous met sur la voie qu'il 
faut suivre. 

Appelons avec tous les géomètres, surface ce qui sépare un corps 
du reste de l'espace, ligne ce qui sépare deux portions de surface et 
point, ce qui sépare deux portions d'une ligne. 

Concevons dans l’espace une série de surfaces ne se coupant pas et 
en nombre illimité, et numérotons-les de — æ à + w; entre ces 
surfaces intercalons en de nouvelles, auxquelles nous donnerons des 
numéros fraclionnaires, entre ces nouvelles surfaces, intercalons en 
encore d’autres, et ainsi de suite, de telle sorte que par tout point 
de l’espace passe une et une seule de nos surfaces. Imaginons enfin 
deux autres systèmes analogues et tels que par tout point de l'es- 
pace passent 3 surfaces, une de chaque système. Les numéros 
des surfaces passant par un point seront les coordonnées de ce 
point, 

Une première hypothèse sera la possibilité de l'existence de nos 
trois systèmes de surfaces. 

Une seconde hypothèse sera que, un véritable déplacement d'un 
corps est une substitution orthogonale effectuée sur ses coordonnées. 

Tous les mots dont nous avons fait usage, en les empruntant à 
la géométrie classique, vont prendre un sens concret et nous rc- 
constituons le travail d'Euclide, 

Donc, au fond la géométrie repose sur deux postulats ou sur 
deux hypothèses dont la dernière est seule un peu dure à admettre. 
Mais elle est nécessaire; nous verrons en effet qu'en la rejettant 
on ne relrouve pas le postulatum d'Euclide. Et cela tient surtout à 
ce que la notion de distance est intimement liée à ce postulatum. 

On a cherché en vain, et l’on cherchera toujours en vain la dé- 
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monstration du postulatum d'Euclide, tant que l’on n'aura pas dé- 
fini le déplacement sans changement de forme et ses invariants : 
la distance et l'angle. ; 

Et maintenant, revenons à nos définitions : Le plan étant une 
surface du premier degré, sa définition est celle d'une surface 
presque quelconque, puisque les plans æ, = constante, x, = cons- 
tante, ©, == constante, sont des surfaces arbitraires, simplement 
assujetties à ne pas se couper dans une même série. Il en résulte 
que la géométrie classique peut s'établir en appelant plan, une sur- 
face presque arbitraire, et droite une ligne presque arbitraire aussi, 
c'est ce qui explique pourquoi les auteurs classiques arrivent aux 
mêmes conclusions, soit qu'ils ne définissent pas le plan et la 
droite, soit qu'ils en donnent des définitions dépourvues de sens. 

D'ailleurs en ne définissant pas la distance, ils sont obligés d'ad- 
mettre le postulatum d'Euclide. 

Nous verrons plus loin les conclusions auxquelles on arrive en 
modifiant la définition du déplacement. 

La conséquence à tirer des remarques qui précèdent, n'est pas 
précisément qu'il faut renoncer à l’enseignement de la géométrie 
élémentaire, pour lui substituer Ja méthode exposée précédemment. 
Mais puisque la plupart des démonstrations et des postulats du 
premier et du cinquième livre n'ont en réalité aucun sens, il serail 
bon de renoncer à ces démonstrations et de reconnaître à la géo- 
métrie son véritable caractère qui est celui d'une science physique. 
Je crois qu'en supprimant les pseudo-démonstrations de l'égalité 
des angles droits, des angles opposés par le sommet, des cas d'ćga- 
lité des triangles, etc., démonstrations qui n'ajoutent rien à l'évi- 
dence, et même, qui ne font que faire naître le doute là où il y avait 
évidence, je crois que l'on simplifierait l’enseignement sans nuire 
à ses qualités, 

Et maintenant il se pose une question qui touche de près à la 
mélaphysique. L'espace est-il fini ou infini ? 

Une pareille question n'a pas de sens. Si en effet on veut deman- 
der par là s'il est possible de trouver dans l’espace deux points 
situés à des distances, aussi grandes que l'on veut l’un de l’autre, 
il faut répondre en demandant ce que l'on doit entendre par le 
mot distance. Quant aux coordonnées d'un point quelconque de 
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l'espace, elles pourront ou ne pourront pas devenir infinies à vo- 
lonté, si en effet il est loisible de les faire varier de — © à +, 
rien n'empêche de faire correspondre aux nombres variant de 
— 1 à+ w d'autres nombres variant par exemple de — 1 à + 1 
et que l’on pourra regarder comme les coordonnées de tous les 
points de l'espace. 

En résumé, la géométrie, telle qu'elle est enseignée est un en- 
semble de propositions absolument vraies, mais les mots plan, 
droite, distance, angle, etc... ont en réalité une infinité de sens dif- 
férents, s'appliquant à des choses très différentes. Il n'y a pas une 
géométrie Euclidienne, il y en a une infinité; c'est dont se dou- 
tait bien un peu le lecteur qui possède la théorie de la transforma- 
tion des figures, mais la théorie de la transformation se présente 
ici, peut-être, sous un jour nouveau, et au début même de la 
science. 

Quand nous disons que notre espace est à trois dimensions, nous 
entendons par là qu'il faut trois nombres pour déterminer la posi- 
tion d'un point, en entendant le mot nombre dans son sens le plus 
large, abstraction faite de toute notion de système de numération. 
Si nous avions un plus grand nombre de sens, peut-être aurions- 
nous créé un espace à plus de trois dimensions, pour expliquer el 
coordonner des phénomènes dont nous n'avons aucune idée, mais 
dont il serait téméraire de nier l'existence. 

Le pigéon voyageur que l'on transporte loin du colombier qui 
l'a vu naître et auquel on cache le chemin qu'on lui fait parcou- 
rir, retrouve infailliblement l'endroit où sont ses petits et où il a 
l'habitude de recevoir abri et nourriture; il n'est pas téméraire de 
penser qu'il est doué d'un sens que nous ne possédons pas ou qui 
est très peu développé chez nous, il est fort possible que l'espace 
pour lui soit à quatre dimensions, en sorte qu'une quatrième coor 
donnée lui permette de repérer les points de l'espace. Il n'est pas 
impossible que les physiciens parviennent à expliquer dans l'ave 
nir certains phénomènes en créant un nouvel espace. Et sil est 
vrai que l'hélium pénètre dans des vases clos, qui sont des prisons 
pour nous, il ne faut pas oublier qu'ils cessent d'être des prisons, 
et qu'ils sont ouverts s'ils sont placés dans des espaces à quatre di- 
nicnsions. 


cr 

AY = tt 

OWA oe acs 
©) a Wad 
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LES CONTACTS 


1. Lignes. — Considérons deux lignes ou variétés à une dimen- 
sion dans un espace à n dimensions : 
(1) ©, = 0, (1) ... En = Qn (£); 
(2) =). En = Va (0). 

En général, elles n'auront pas de point commun, mais on peut 
considérer le cas ou elles se rencontrent en un point æ,, z, ... re 


Il est permis de faire correspondre à chaque point de (1) un point 
de (2), il suffira pour cela, de remplacer u par 6 (1). Nous suppo- 
sons alors que pour une certaine valeur de ¢, les x; des deux lignes 
soient les mêmes, les dx seront en général différents, mais s'ils 
sont les mêmes, on dira que les lignes considérées ont un contact 
du premier ordre. 

Si en outre les d* sont les mêmes, on dira qu'elles ont un con- 
tact du second ordre. 

Si en outre les d’x sont les mêmes, on dira qu'elles ont un con- 
tact du troisième ordre et ainsi de suite. 

La tangente à une ligne au point z,, ... æ, est la droite qui a 
avec cette ligne en ce point un contact du premier ordre, cherchons 
les équations de cette tangente. En appelant X,, X, ... Xn les coor- 
données courantes c'est-à-dire d'un point quelconque de la tan- 
gente, les équations de la tangente seront de la forme 


ROK Ry — By = - 
a, a, 
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on en déduit (si ©,, ©, ... ont des dérivées) en faisant en général 
X; == a+ dz; 

de, _ de, i 
a, a, 


... 


donc a;, a, ... sont proporlionnels, non seulement aux dx de la 
droite au point de contact, mais aussi aux dz de la ligne, les ćqua- 
tions de la tangente en «,, .., ©, seront donc 


et la tangente est en général bien déterminée. Il n’y aura donc pas 
en général de droite ayant avec une ligne un contact d'ordre supé- 
rieur au premier. La tangente à une droite est évidemment celle 
droite elle-même. On remarquera qu'il peut exister des courbes 
continues sans tangentes. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont, en posant 


da?, + da", ... + da? = ds? 


donnés par les expressions 


dze, dr, dr, 
ds’ ds “** ds * 
2. Longueurs. — La quantité ds considérée au § précédent 


porte le nom de différentielle de la longueur de l'arc de courbe. 
La longueur de l'arc ayant pour extrémités les points æ°,, £s, ... 
a et X,, X,, ... Xn est défini par la formule 


R 
p Vda*, +... dt” 


qui est la limite de la somme des petites cordes côtés d'un poly- 
gone infinitésimal ayant ses sommets sur la courbe. Pour une 
droite 

TL, = Wy + dl, x, 0, + ył +. 


dont les cosinus directeurs sont a; a, ... on a 


ds? = Edr? = Za?%dt = dt? 
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et l'arc s se confond avec la longueur £. (!) 


3. Plan tangent. — Considérons une surface 


(1) f(E Ga... ©.) = 0. 

soit æ,, ... £, un point de cette surface, en sorte que la relation (1) 
soit satisfaite. Une droite sera tangente en ce point à la surface, si 
elle passe par æ,, ... z, et par le point z, + dx,, ©, + dz,... éga- 
lement situé sur la surface en sorte que 


f(x, + dz, z, + da, ...) =0, 


qui en vertu de (1) peut s'écrire 


of ò 
(2) = dz, ++ ese + A do 0; 


i dTa 
Par le point ,, z, ..., il passe une infinité de tangentes à la sur- 
face, leur équation générale est 


(3) aa da, ep wr + 


X,, X, ... désignant les coordonnées courantes, car dx,, dz, ... 
sont arbitraires, à cela près qu'ils sont liés par la seule relation (2). 
La surface 


(4) (X, kii z) 


obtenue en éliminant dx,, dz, ... entre (2) et (3), contient toutes 
les tangentes (3), c'est leur lieu, et comme elle est du premier 
degré, c'est un plan. On lui donne le nom de plan tangent à la 
surface en x, £a ... 

L'existence de ce plan est soumis à plusieurs conditions, il faut 
d'abord, bien entendu, que la fonction f soit continue et ait des 
dérivées. Il faut aussi que ot te af ne soient pas nuls à la fois. 

CL Cl 
S'il en était ainsi les équations (2) et (4) seraient illusoires, mais 
on aurait 


ò x of 
S H ,.. (Xn — p) — ==0 
wr, Th 


— 2 
> ME, dedz; = o, 
di dTÔT ; 


(') La longueur d'un arc est un invariant du déplacement, il faudra modifier 
sa définition si l’on fait de la géométrie non Euclidienne. 
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= 
Qı 


et le lieu des droites (3) serait la surface 


M AE (X; — c) (Xj — xj) = 0; 


dd OL OL j 


. . . . . 2 pavs 
du second degré, on voit ce qui arriverait si tous les a étaient 


s. ŁA Rej 
nuls A la fois, je n'insiste pas. 
4. Les enveloppes. — Considérons une famille de surfaces, 
c'ést-à-dire une équation de la forme 
(1) fZy Ly vee Tm us) 


renfermant un paramètre a. À chaque valeur de a correspond une 
surface particulière, et si l'on change a en a + da, on obtient une 
surface infiniment voisine de la famille. Les deux surfaces (1) et 


(2) f(@y + Zn a + da) = o 
se coupent suivant une variété à n — 1 dimensions, qui peut aussi 
étre représentée par (1) et par | 
te, … a + da) — f(a, :.. a) = 0, 
ou par 


(3) a ot 


oa 


si l'on élimine a entre (1) et (3), on obtient le lieu de ces variétés, 
que l'on appelle l'Enveloppe de la famille (1). 

La variété (1) (3) est une caractéristique de la famille (1). 

On conçoit de même des familles de surfaces dont l'équation 
contiendrait 2, 3 ... paramètres. Par exemple l'équation 


(4) fi GG ESC 


reprósente une famille A deux paramétres et trois surfaces infiniment 
voisines de la famille, à savoir (4) et 


f(z, ... a + da, b) =0, 
PICO vee G, b + db) = 0, 


se couperont suivant une variété qui pourra être représentée par 


f=. On ae So. Y =o; 
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et l’élimination de a et b fournira une surface, que nous appelle- 
rons encore une enveloppe et ainsi de suite. 

Les surfaces de la famille, portent le nom d'enveloppćes. 

Il peut arriver qu'une famille de surfaces soit donnée par plu- 
sieurs équations 
(8) fh, 3G, (je) 0, o (a 0e) =a V(a, b, c) = 0 


les paramètres étant liés entre eux, il n'est pas nécessaire d'éliminer 
b et c et de différentier ensuite. Il est clair que l’on peut poser 


of of i, 
da da + % db + ;; de = o, 
d9 do do 

zy a> zy RZ de = 0, 


ay 
ca 


ay d 
da + Gd db + 4 do =, 

ò èc 
et éliminer a, 6, c entre (5) et le résultant 


Mf eV) _ 
a(a, b,c) ~ ° 


Par exemple I'enveloppe des plans 

(6) AT, + ... ann + b =0 
pour lesquels 

(7) a’, +a?, ... + a, =k? 


k étant constant, s'obtiendra en différentiant ces équations ce qui 
donnera 


xda, + x,da, ... + x,da, = 0, 
a,da, + a,da, ... + a,da, = O 


orn — 1 des quantités a sont arbitraires, il faudra donc éliminer 
l'un des da, égaler à zéro les coefficients des autres, ce qui donnera 
n — 1 équations qui jointes à (6) et (7) permettront d'éliminer les 
a. On peut aussi employer la méthode des multiplicateurs et poser 


a, + Ac, =0... a, + At, = 0, 


éliminer , ce qui donne 


(8) 4 ==, © 
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et éliminer les a entre (6) (7) (8) ce qui donne l'enveloppe 
0%, + et Oy Z a 


L’enveloppe d'une famille de surfaces, quel que soit le nombre de 
ses paramètres louche toutes ses enveloppées. 
soit, en effet 


(9) fr, and, ch 0 

une famille de surfaces, son enveloppe est donnnée par (9) et 
yz oe ve 

(10) BNC Lis 607 


et l’on peut supposer que (9) représente l'enveloppe, si l'on y 
suppose a, b, c tirés de (10). Cherchons les coefficients directeurs 
des plans tangents à l'enveloppe et à I'enveloppće en un point com- 
mun ©, ... du. Pour l'enveloppée a, b, c sont constants et ces 


. ò d ` 
coefficients sont 2, A ... Pour l'enveloppée a, b, c étant fonc- 
OD, OL, 
tions des æ données par (10) les coefficients seront les dérivées totales 
f -afda Yb yte 
ar, * Gada, * db ox, * deta,’ 


i at 98 
c'est-à-dire en vertu de (10) AE $ A ... Les plans tangents seront 
Oy „SEA 

donc les mêmes aux points communs c. q. f. d. 

Réciproquement, si la surface fixe 

F(a,, 24-05 Daa O 
touche quels que soient a, b, c, la surface 
JG; + Lp» 0,0, 0) = 0, 

ce sera l'enveloppe de celle-ci. 

Si en effet en un point commun »,,æ,... ona 


M, y, oF 


ND, 02: WOZĄC EDS PE 
ce qui est nécessaire et suffisant pour que les plans tangents soient 
les mêmes ; on pourra toujours poser 
R=f 
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et déterminer a, b, c (d'une infinitć de manières si ces paramètres 
sont en nombre supérieur à un) en fonction des « de telle sorte que 
la formule précédente soit une identité; alors D sera égal a = 


Ti Ti 
et si l'on prend 


ARS as | es 


ob de i 
et seulement dans ce cas, si l’on achéve de déterminer les a, b, c 
au moyen de deux de ces dernitres ćqualions, ce qui exprime que 
F = o est l'enveloppe de f = o. 

Il résulte de là que toute surface est l'enveloppe de ses plans 
tangents ; et qu'elle est définie quand on se nue l'équation géné- 
rale de ces plans. 

Celte manière de définir une surface par ses plans tangents a 
comme nous allons voir une grande importance et nous allons en- 
trer à ce sujet dans quelques développements. 

Si l'on suppose l'équation f = o résolue par rapport à la variable 
w, et mise sous la forme 

e m1) = — "0 
et si l’on pose 
ite Wn 
Az de, Pa sory 
l'équation du plan sis prend la forme 
Ś PM, — 2,) ++: + Pn-+(X1-, — ans) — (X — tn) = 0, 


ou 


Xn — PM, ++ — Pn—aXn -1 — (n — pyty <e. — Pan) = 0, 
ou en posant i 
(6) “ha — En — PĄTY «+. — Pn—1Tn-15 
la forme : 
[ PiX, +++ — Pn-tXn-t — 0 = 0. 


Elle renferme n paramètres p,, ... p,_,,0 qui ne sont pas distincts, 
car il est facile de voir que 6 est fonction de p, ... p,_, ; en effet de 
(6) on tire en différentiant 


dd = (dx, — pda, — p,dr, ... — pn—sdan_1) 
— (x dp, ... = zgn_4dpn_ +) ; 
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or la première parenthèse est nulle, car 


ME 
dz, = a dz, ... + =" dagr = p,da, ... + Pad, 
1 -i 


et l’on a 
dì = — zdp, s — CNT PTE 


ce qui exprime que 5 est fonction des p. 

Ainsi en général, le plan tangent dépend de n — 1 paramètres 
Pis +++ Pn-1. En général ces paramètres sont distincts, et l'on peut 
assujettir le plan tangent à n — 1 conditions. On peut par exemple 
l'assujettir à passer par n — 1 points fixes, mais il peut en être au- 


trement, si par exemple on a une ou plusieurs équations de la 
forme 


(Pus Pa +++ Prt) = 0. 


La surface alors pourra être une enveloppe de plans à n — i, 
n — 2, ... I paramètres. Examinons ces différents cas. 


5. Surfaces développables. — Supposons les paramètres Po 
Pa «+» pn—, distincts, la surface sera l'enveloppe du plan 


(1) Lp — Ply + ce nil — 6 = 0, 


ou 6 est une fonction des p qui caractérise la surface et pour obte- 
nir son équation, il faudra éliminer les p entre cette équation et ses 
dérivées 


dð 0 


c, + =O... lp + —— 20. 
dp E 


telle est la méthode qui permet de passer de l'équation (1) à l'équa- 
tion de la surface. 


Supposons maintenant qu'il existe une relation entre hearer 
pn + à savoir 

Pn = 9,(Py ++ Pn) 
l'enveloppe du plan 
(2) Ty — Pit; ++: = p 16, =" = 0 


Launexr, — La Géométrie analytique générale h 
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sera ce que l'on appelle une surface développable ; on I'obtiendra 
en éliminant les p entre (2) et ses dérivées relatives aux p 


Bi eee 
Ti + Ln_1 òP, SE AP, A). 
(3) NOUS AP cae i 
d0 DU 


Ln—a TF Tn— — - == 
n— 2 n tee, ae 


En éliminant les p qui sont au nombre de p — 2 entre (2) et (3) 
on aura l'équation générale des surfaces développables. Les équa- 
tions (2) (3) sont les équations d'une droite ou génératrice située 
sur la surface. (Si l'on différentie les équations (3) par rapport aux 
p on en tire des relations qui si n = 3 représentent un point si- 
tué sur deux génératrices voisines, lesquelles se rencontrent quand 
on néglige les termes du second ordre et les génératrices touchent 
une même courbe gauche). 

Ainsi les surfaces développables, par définition, enveloppes à 
n — 2 paramètres sont des surfaces réglées, c'est-à-dire engendrées 
par des droites mobiles, et le plan tangent est le même tout le long 
d'une génératrice, car cette génératrice est caractérisée par des va- 
leurs données des p. 

Nous allons étudier les plus simples de ces surfaces. 

Et d'abord signalons les plans pour lesquels p, ... p. sont cons- 
tants. 

Nous rencontrons ensuite les cylindres, pour lesquels la fonc- 
tion # est du premier degré. Si l'on a 

AP, + gpg ve + Gn—1Pn—1 + An = O, 
les a étant constants, il est facile de voir que cette équation peut se 
mettre sous la forme 


(a,x, — Ant) D(A, En — Anti) 
dt, : dry Sa 
(3) (an — An) (a,x, — Ant = 0, 
dr, A dy ak 


. . . . . . . . . . . . . 


et que l’on a 


(4) P(arr — Anys ::: Ann — Ayn +) =0, 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE V. — LES CONTACTS 51 


+ désignant une fonction arbitraire. En effet (3) peut s'écrire 


a;P, — An a,Pa ... a,Pn-t o 
ap, AP; — An + @:Pn—1 o 
= 0, 
« w js à sai” TP ER ois 
Pi Pa ... Pn 1 I 
ou 
pe o Gl OÙ dy 
0 —G& Ow. O—a, 
= 0, 
ve (de Ds COR PT TETE 
Pi Pa Ps Pn--1 I 
ou enfin 


(aP, + apa vee + An—tPn_1 + An)! = 0, 
ce qui revient a 
AP, + +. An = O. 


dans ces surfaces la normale au plan tangent est perpendiculaire à 
une droite fixe. 


Il est clair qu'une fonction de ar, — a,7,, ... est une fonction 


de n — 1 fonctions linéaires quelconques, donc l'équation des cy- 
lindres peut aussi s'écrire 


+(X X, has 23%) = 0, 
X,, X, ... désignant des fonctions linéaires quelconques. Parmi les 
cas particuliers des cylindres, se trouvent les surfaces 
#(X,) = 0, P(X, = 
Reprenons l'équation du plan tangent 
(W — 2) p, + — (Xn — an) = 0. 

Si nous exprimons qu'il passe par un point fixe a,, a, ... ax, 
nous obtenons une relation entre les p qui est I’équation d'une 
développable : 

(a, — «,)p, + + (an> — En — +) Pn 1 — (a, — my) => GH 


Cette équation peut se mettre sous la forme 


Pr (©, — a) — (m — = An), Pa 167 10 1) Pn—1 (x; y a,) 


(En E an)? Ee zgi an) yo (Tn JK an) 
(4) P+ (Tą =a) Pa (tr — 03) — (En — n) „, Pa- (rs —a,) =0, 
(fn R an)" (np FP an)? (Ea c= an) 
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qui exprime qu'il existe une relation 


=a, LL —G 

(a, ah, ...) =o, 
[p — Un In — An 

x, — 4, 


, .… ou une relation homogène entre 
Tn — An 


entre 
Lı — A,, Ly = Oy... En — (p. 


En effet la relation (4) peut s'écrire 


Pile — a,) — (x, — a) + Pa = 1 (%, — a,) 


= 0. 
ou 
p. (©, — a) — (©, — an) «++ Pn—1(7, — 44) © 
Pi (Ea — a) © o ore e o + Paaa (ys — ay) 0 Eg 
CNE CE CD N 14 + Pn—1 1 
ou encore 
— (tn — An), O se ee + O— (2, — a) 
o , — (En — ay) ... o — (£, — a,) =, 
Pi , Pa Pn -1 I 
ou enfin 


(e, —a)"-*[p, (£, —a,) es + Pn- (n= 1 — an- 1) — (En — an) | =0 
ce qui revient à 
P (2, — a,) ... — (c, — an) = 0. 

Par un changement de coordonnées l'équation finie des cônes se 

ramène à „a forme 
© (X,, X, ... Xa) == 0, 

 désignant une fonction homogène de n fonctions linéaires 
Ky vo. Ka. 

Il est presque inutile de faire observer que tout ce qui a été dit 
dans ce chapitre est vrai quelque soit la nature euclidienne ou non 


de la géométrie considérée sauf ce qui concerne les longueurs et 
les angles. 
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SURFACES ALGEBRIQUES 


1. Résultantes. — On appelle surfaces algébriques celles dont 
l'équation est de la forme f= o. f désignant une fonction entière. 
Considérons deux polynómes entiers en x, de degrés p, et p, S po 


à savoir fo et fi. Divisons fy, x, f, ... z,P1—* fy par f,, appelons 


do» qı +++ les quotients et c,, + caz, + ..., ... les restes, nous 
11 211 
aurons 
jo = UNA = Cy, + Only FP owe On mA", 
J =— 1 — 
oP fo — qp 1 = Cipy À Cap Fi F eee paT 
Posons 


C = EE talaa re Cop? 


remplacons æ, successivement par les p, racines %,, Z, ++» Gp, 
de f, = o, et désignons par A le déterminant (de Vandermonde), 
en général différent de zéro (si f, = o n’a pas de racines multiples) 


api ... m. 
les ćquations (1) en fourniront p*, qui expriment que 


fo (41) fo (2) +++ fo (%p,) A = CA ('), 


(1) En vertu de la règle connue pour former le produit de deux détermi- 
nants, 
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ou que 
1 fo (2) = C, 
or 
fy (ai) = 0 
est évidemment la condition nécessaire et suffisante pour que 


f, =0 et fi = o aient une solution commune. C = o est aussi 
cette condition. 


vie eA dG -C ; 
Si l’on multiplie les formules (1) par sen” de, “* respectivement 


et si on les ajoute on trouve 


dC dC ac BW ; 
fe (Ge + 0, — + DY os =) — f, (qo arias 2) — Cr, 


* dCi 
donc étant donnés deux polynómes entiers en æ, on pourra en géné- 
ral trouver des polynómes %, et 2, tels que Von ait identiquement 
ho fo + hf, = Ca', et en particulier = C ou même 1, 


à moins que fy = 0, fı = o aient une solution commune, et alors 
on a identiquement 


Aofo + Uf, = 0. 


C = o est ce que l'on appelle la résultante de f, = o et fi = o. 

Supposons que les coefficients de f, et f, renferment un para- 
mètre «c, et que fy et fı soient encore de degrés p, et p, en x, et s, 
C sera de degré p, p, en æ,, car les éléments c;; sont de degré p,. 
A chaque racine de C = o correspondront des valeurs de 


2 —1 
Gw et r Sea 


donnés par les équations 


ii — 

Cig > Czy H +1 Cp „07! = 0, 

(2) NS AS SO Siete, 2 (dav aska 
y= R = i 
w ri Ts p pi > 


donc les équations f, = o, f, = o auront p,p, solutions communes. 
Cette conclusion sera soumise à de nombreuses exceptions, bien 
entendu, si les coefficients des f satisfont à des relations particu- 
lières ; je n'insiste pas pour le moment sur ce point. 
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En général, des relations (1) on pourra éliminer 


SEO DOS DER 
on en déduira deux relations de la forme 
Ayr, + By = fo + hu 
Aż, + By = Aga fy + difi» 

A,, Bi, A,, B: désignant des polynómes de degrés pop, au plus 

en æ; or il existera des polynômes en «,, u, et u, tels que 
Au, + Aww = I, 

et alors on aura 

©, + B,A, + B,A, = X multiples de fy, fis 
ou, en appelant F ()) un polynôme entier en x, 

ae = F (x) + £ multiple de fof, ; 

j'ajoute que F, sera, si l'on veut, de degré ppp, — 1; car on peut 
le remplacer par le reste de sa division par C. Donc : 

Etant donnés deux polynômes entiers en x, et x, à savoir fy, f, de 
degrés p, el pı, tout polynôme en «©, etc, est égal à un polynôme 
entier en x, seul de degré papi — 1 au plus, à des multiples près 
de fo et f,. 

Considérons maintenant trois polynómes entiers en £o, &1, Vz 
de degrés py, pr, Pr, à savoir fo, /1, fa. Considérons les polynómes 

„=1 
Je Pa fos ++ PP fo 


on peut les mettre sous la forme suivante 
So = u + yty + oe Ciutat T * + Z mult. /,, for 
w” fo = Cpr H Cyst, + ee Oy pta” — Foes mult: fi, 
p. désignant p,p2, puis posant 
Ce 00 0 


pp 


ltipliant par e € et en ajoutant 
on a, en multipliant par z7, se *** j 


G = Z mult. fos fi, fa 
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Si fo = 0, f, = 0, f, = 0 ont une solution commune, on aura 
C = o, d'ailleurs en appelant 
Zil, Au; 
sw Tous 
les solutions de f, = 0, fa — o, en faisant dans (2), æ et æ, succes- 


sivement égaux à ces solutions, on aura p? équations d'où l’on 
déduira 


AN, (tii dy) = AC, 
ou 
u, (24; ax) == C, 
car A en général ne sera pas nul, et comme 
Ofo (ai, tgi) = 0 exprime que f, = 0, fy = 0, fy = 0 


ont une solution commune, C = o sera la condition nécessaire et 
suffisante pour que ces équations aient une solution commune. Ce 
sera ce que l'on appelle encore la résultante de ces équations; si 
C = o, la solution commune sera donnée par ce que deviennent 
les équations (2) ou 


Ci + Ciao vee + ciu” = 0, 


prt 
1 


C = o est de degré p, p, p, en £o, car les c sont des polynómes 
en x, de degré p,. A chaque racine de C = o, correspond une va- 
leur de +, et une de «,, donc les trois équations /, = 0, fi =0, 
J: = 0, ont p» p, p, solutions. De plus, on se rappelle qu'il existe 
des polynómes À,, À,, À, tels que 


dofo a Ah => hf: =C; 
d'ailleurs des équations (2), on tire deux équations de la forme 


A,x, + B, = X mult. Vos dis Je: 
Act, + B, = > mult. fy f,, fa, 


et comme il existe des polynómes u, et u, tels que Ayu, + A,u,=1, 
on en conclura 


Tę = mult. fy, fis fa => F(x,) 
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el 
st a? al, = © mult. Sor fu fa + F(x) 


d'ailleurs F;(x,) pourra être supposé de degré ppp: — 1 en le 
remplaçant par le reste de sa division par C. 

Donc étant donnés trois polynómes f, fi, /: de degrés p, pr, 
P: EN Lo, Li, La, ON peut mettre un polynôme quelconque en sy. 
x, ©, sous la forme d'un polynôme de degré papp, — 1 à des 
multiples de /,, fı, f, près, et ne contenant que x,, de plus on voit 
que les trois équations f, = 0, fi = 0, f, = 0 ont pip,p, solutions 
et ainsi de suite. 

En général n équations algébriques auront autant de solutions 
qu'il y a d'unités dans le produit des degrés de ces équations, ou n 
surfaces des degrés pip, ... pn dans l’espace à n dimensions se 
coupent en général en p,p ... Pn points. (Quelle que soit la nature 
de l’espace, Euclidien ou non que l'on considère). 


2. Discussion. — Considérons des équations algébriques 
(A) fa 7% Oak ŻO. 


tout à fait générales. f, fi... fa désignant des polynómes de degrés 
Pos Pa ++: Pn CN Ly, Ls... Ln, appelons 


les solutions des équations 


(B) = oe) ee 


solutions que nous supposons au nombre de u. = pipa ... Pn. 
Formons les polynômes 


fu Safe mre m7 R 
Il existe des polynómes entiers en æ, de degré u. — 1 égaux à ces 
połynómes, à des multiples de fi, ... fa près, on peut donc poser 


fa = Cia * Cite PA Cyan — + Zmult. f,, ... fer 
(1) o + a ", mi bezie |masa Ja Zaj Fa. gw. 4 e ły. © W ae 


Enr” — fo = Cyr + Chan + eee Cyy tn T * + Zmult. fa, ... f,. 
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et en faisant £i = Qu, X; = Qa ... Ln = Anis puls i = 1, 2, ... [A 
on a u? équations, qui montrent qu'en posant 
ZZ Zęby: © 


ip Sip 4780,11 À 


Pe Se) DZ 
up A= Fa 3 


on a 
AC Mai *** dni) À = AC, 
ou 
ACTE ES C. 
ce qui prouve que C = o est la condition nécessaire et suffisante 
pour que les équations (A) aient une solution commune. C'est 
leur résultante. 


Cette solution quand C =- 0, est donnée par les équations (1) 
où l'on fait f = Ą ... = fa = 0, c'est-à-dire : 


\ Cyt Cyan + oee Cp Tah T 70, 
(2) Cie: ie cle 4X R E E el TA RANEK 


Ces équations font connaître I’, de la solution commune et ses 
puissances. Et comme a, æ, ... sont des fonctions de æ,, à des 
multiples des f près, ils seront connus quand on connaîtra £n. 

Les équations (2) sont en vertu de G = o, au nombre de p. — 1 
distinctes et font bien connaître £n, æn? ... pourvu toutefois que 
les mineurs de C ne soient pas tous nuls. 

Si les mineurs du premier ordre de C sont tous nals, les équa- 
tions (2) se réduisent à p. — 2; si l'on élimine æ°,,æ°, ... oe ae 
on a une équation du second degré en £n, qui fournit deux va- 
leurs pour æn; il y a donc deux solutions communes aux équations 
(A), et l'on verrait de même que si les mineurs d'ordre k de C 
étaient nuls, les équations (A) auraient k + 1 solutions com- 
munes. 

L'ćquation © = o est de degré pp, = Pop + phen Lo les élé- 
ments cj; de C sont de degré p, en £, à chaque solution æ, de 
C = o correspondra, en général, une solution de (A). A moins 
qu'à une solution de (A) ne correspondent plusieurs solutions 
communes. 
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Cela aura lieu si les mineurs du déterminant C sont nuls jusqu’à 
l'ordre k, mais alors il y a + 1 solutions communes, or on a 


dC dC de;; 
s 


day "06 j dzy 
dC "x YC dey dex dC dc; 
z =: = ver B +— ie 
Gene Tiis OC) deu dx, dx, cij dz? 


donc à ces k + 1 solutions communes correspondra une racine æ, 
d'ordre de multiplicité k + 1 de C — o, la circonstance en ques- 
tion n'infirmera donc pas notre conclusion relative au nombre des 
solutions des équations (A). 

Nous devons cependant envisager encore un cas remarquable, 
c'est celui où la quantité C serait identiquement nulle, j'entends 
nulle quel que soit «,; bien que G soit nul, il peut arriver que 
tous ses mineurs ne soient pas identiquement nuls, mais æ, est arbi- 
traire et à chaque valeur de x, correspond un système de valeurs 
de £, ©, ... En les surfaces (A) ont alors une ligne commune, 
j'ajoute que si les mineurs de G sont nuls pour une valeur parti- 
culière de æ., pour cette valeur particulière, il y aura deux sys- 
tèmes de valeurs de æ,, x, ... æ, correspondantes, donc nos sur- 
faces auront en commun une ligne et au moins un point commun 
en général situé hors de la ligne, en outre on aura en multipliant 


z . 2 oc ac è 
les équations (A) respectivement par ve gg *: et en les ajoutant 
Sit 2781 


une équation de la forme 
(H) defo + 1 fy ce + nf = 0, 


quel que soit «,. Les } étant des polynómes entiers, si tous les mi- 
neurs de C étaient nuls identiquement jusqu'à l’ordre k, on au- 
rait k + 1 équations distinctes de cette forme, distinctes, car les À, 
ne sauraient y avoir les mêmes valeurs en général, et à chaque va- 
leur arbitraire de x, correspondront k + 1 systèmes de valeurs de 
Mie La or Des 

Enfin si tous les c,, sont nuls x, et &,, a ... Ln auront des va- 
leurs indéterminées, on aurait » équations de la forme (H), suivant 
les cas les surfaces (A) pourront avoir en commun des variétés d'un 
ordre quelconque inférieur à n + 1, si Fon a affaire A de véri- 
tables surfaces. 
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La distinction de tous ces cas où il y a indétermination, paraît 
difficile à faire sur les équations (1) ou (2),mais à l'aide de la théo- 
rie des déterminants fonctionnels on pourra toujours reconnaitre 
combien parmi les fonctions f il y en a qui sont distinctes. 


3. Remarques. — La résultante des équations 


(A) fo = 0, JF fs =, 
affecte la forme 
Bf (zi, ai... )=s 0 
on voit alors que son premier membre est un polynôme entier et de 
degré u = p, p, ... p, par rapport aux coefficients de f}, en général 


` A ° , 1 . 
il sera un polynôme entier de degré > * par rapport aux coefficients 


de fi; comme la condition nécessaire et suffisante pour que (A) 
ait une solution commune est évidemment déterminée, il faudra 
qu'on puisse la mettre sous une forme entière par rapport à tous 
les coefficients des f en multipliant ses diverses formes par les 
coefficients des f ne renfermant pas z,. 

Réciproquement si une fonction des coefficients des f, 8 =0, s' an- 


A . „AI 
nule avec fi, fa :., fas et si elle est entière et de degré g par rap- 
0 


s [U 
port aux coefficients de f,, de degré = par rapport aux coeffi- 
1 


cients de f,, ... © — o sera le résultante de (A) pourvu qu'elle ne 
contienne x, que par les coefficients des f. 

Car si R = o est la résultante, © s'annulant avec R sera de la 
forme RA = o, mais elle est de même degré que R, comme elle 
ne contient æ, que par les coefficients de f, il faut que A soit de de- 
gré o, c'est-à-dire une constante numérique, 8 = o est donc bien 
la résultante. 

Nous avons dit que n + 1 surfaces se coupaient toujours dans 
l'espace à n + 1 dimensions en un nombre de points égal au pro- 
duit de leurs degrés quand il n’y avait pas indétermination, pour 
l'exactitude du théorème il faut compter les points confondus et les 
points situés à l'infini. Toutefois on pourrait craindre que la limite 
Po Pi «++ Pn que nous avons trouvée soit une limite supérieure qui 
ne pourrait jamais être atteinte. 
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Cette crainte n’est pas fondée, il n’est pas difficile de montrer 
sur un exemple que la limite peut étre atteinte. Considérons en 
effet des fonctions linéaires /;; et soit 


fo ee hika go: lapos 


fı cr Lilis QUE lipi» 


Ja = hbn ... Li 
les équations (A) auront pour solutions, les solutions des p, p, ... Pn 
systemes linćaires 
= 0, Lg Fo -.. lo = 0. 


dans lesquels on devra faire « = 1, 2 ... Pu 8 = 1, 2... p,, 


4 
RARE 


4. Théorème de Jacobi. — Considérons les n équations en z,, 
Ly... (Cn des degrés p,, Pa ... Pn 


fes ies. Ly) =O, BEGG RZE 


soit X, la résultante provenant de l'élimination de ®,, ©, ... Ln, 
X, la résultante provenant de l'élimination de ©,, ©, ... Ln, ete Xij 
des multiplicateurs, on aura 


A= MM + Mafa + UN 
(1) 


Xn = dm A = Anfa + dnafn. 


en différentiant on a 


OM; d; 3 2 
JM = pf + zę a H Ma Za o + la dg 
(2) d 1 Din dfi fu 
| = dej pF ca dej fa Sa Ma dE; st Xin dx; 


si l'on donne aux « des valeurs annulant les X sans annuler les /, 
les formules montrent que pour ces valeurs, on aura A = 0, en 
posant A = © + hy M2 ... Am. Et si l'on pose 


D= Wih) 


= - = 
D(Ly ve Lp) 
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les formules (2) montrent que les valeurs des æ qui annulent les f 
donnent, en appelant 
Lis Xis eee Uni $ 


Ajas Apps ere Ongi 


ces valeurs, 
B) Nun DU (agi ss) X(a0) Bg (gi) ee X (on): 


Soit mainteaant F(a; ... £n) un polynôme entier, divisons F par 
X,, soit Q, le quotient R, le reste, divisons R, par X,, soit Q, le 
quotient, R, le reste, et ainsi de suite, on aura 


F = QX; e ere QM + R. 


et R sera de degré p, — 1 en £i, ... Pn — 1 en Lp, et la formule 
d'interpolation de Lagrange donnera 


Na e F (241, Taj vt) wio © M 
= X'i (21i) X'y (093) (21 — Gui) (Tą — 245)... 


Faisons F — GA, où G est un nouveau polynôme, si l'on se rap- 
pelle que A est nul pour les valeurs qui annulent les X sans annu- 
ler les f, on aura 


_ GA Le QM (m ej QM s G (tiis oi seJ A (ti, Ai) tee 
© De Ona Rh “To TC Kol a a 


les Q désignant toujours des polynômes entiers. Egalons alors de 


? s TA I À 
part et d'autre les coefficients de = 8 DDR voit que le coeffi- 
wel wę n 


2 ve Ly 


. I 
cient de fot dans 


4 


est égal à 


G(x, Aaj vee ani) A (ais Aaj aes ani) 


2 ICH) vee Xn (ni) 


C'est là le théorème de Jacobi, qui va nous être bientôt utile. On 
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peut lui donner une autre forme, en vertu de la formule (3), et 
écrire 


G A RUCH Maj see + Si) 
Coef. Le = i zo XX en Dai, Gi. Oni)” 


X; est de Mad PsP» +++ Pn — pi, done A sera de degré 


ou 
RP, ++. Pn — È Pis 
D est de degré £ p; — n, donc si G est de degré inférieur au degré 
Ep; — n de D, GA sera degré np, ... pa — Ep, + Sp; — n — 1 au 
plus, c'est-à-dire de degré np,p, ... pa — n au plus, il sera donc de 
degré inférieur à np, ... pn, de degré X, ... Xn, donc : 
8 1 
SiG est de degrć inférieur a D, on aura 
Só i (a, Z {ie ae 
* Dia. 2 i2 es) ; 
mais si G est de même degré que D, cette somme sera une quan- 


tité qui pourra ètre une constante non nulle dépendant des termes 
du degré le plus élevé dans G, etc. 


On a ainsi des relations entre les intersections des surfaces 
Jim oE oO, 

Compenroris les notations précédentes, et appelons, pour sim- 

plifier, F À la valeur que prend une fonction F («,, x, ... æ,) pour 


L, = dyjy Ty = ayy ..., il est clair qu'il existera une infinité de fonc- 
tions faj fiaj ++ ‘allen que 


(4) Si = (ti — 915) fin ++. (74 — an) fijn 


Posons alors 


Jin Sfin se fijn 
pa | Jane fajn |, 
A. Saiz +. fajn 
Les fonctions €;, au nombre de u = p; p, .., Pns jouissent des 
propriétés suivantes : 
1° Pour x, = gy, ©, = 74; ... 6; sera nul, excepté si i = j, alors 
on aura 2; = 1. 
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En effet, en vertu de (4) on bai remplacer la première colonne 
du déterminant 2; pat fu fa … fa, il s’annule done pour s, = wy, 
Ly = i eee mais Si Ty = Gy, Ty = dp, ona 


fin = =, ss = 2 


DZEYJ 


le déterminant qui entre dans l'expression de &; se réduit à DY et 
Ę,=1. 
2° Ona 


bt bye EL SG 


car, en vertu du théorème de Jacobi, $ + §, … „A esl constant, et 
pour ©, = a4, Sa = 2, ..., il se réduit à EN = 1. 
3° Soit fọ une fonction de x, ... æn de degré P,, le déterminant 


ho — fy) Jos L ++ Join 
RZ Ji Jags * -fim 
BON N ae 
„A P ... Jaja 
est évidemment nul ; mais il est de la forme 
(f, — fi) gj > UW ip sae An fn Sai) 
les À désignant des polynómes entiers et}; est de degré sp — p; — n. 
Si dans cette formule on fait j = 1, 2 ... » et si l'on observe que 
Eh + §... = 1, on a, en ajoutant 


fo = oa fe, D + fo" A T hifi F0 Anfas 


les À représentant des polynômes différents de ceux que l'on vient 
de considérer. 


Si fy est nul avec les x, ou si la surface fa =o passe par les 
intersections de fı = 0, ... fa = o on a identiquement 


Ie = hi I ses Anfas 


et si fi, fy «fas fa sont de mêmes degrés, les } sont constants. 
4° Les Ź sont linćairement indépendants, on ne peut pas avoir 


CRA + wee + CA = 0, 
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au... a, sont des constantes, car pour 7, = a, £, = zy ... il 
reste RAS ou a; = 0, donc les a sont nuls. 

5° Si donc 

ab + CRA — RA + eee ..., 

a, ... l, désignent des constantes, on a a, = b, a, = l; ... 

Il y a en général u = p, p, ... p, arguments z,e," ,,, g,*" 
dans lesquels a, < pi, 4, < p 
sont les termes du produit 


> 


ar: In © p; en effet ces arguments 


Gre, PT) (ne Pt) Pata um), 
et leur nombre s'obtiendra en y faisant x, = x, ... = 1, ce qui 
donne bien pp, ... pa. Soient oi, O, ... ©, ces arguments, posons 


JOu ©... Wru 
Way Wy ... Woy 
, 


Wy Wys. Wyy 


wij désignant la valeur de w; pour x, = gy, ry — ay, ..., posons 
encore 


Dip ese Wg see Way 


Wages. Wo ... Wy 
Q; = ; z 
‘ 
i 
3 
Opi Op oee Way 
dQ i dQ 
= + is Wy 3 
3 OW 1; # OW pj ś 


il est clair que Q; s'annulera en même temps que les f, sauf pour 
Hy = dj, La = Ay; et se róduira à Q pour 2, =, 2, = aj; 
et l’on aura 


Qi Q; Qu __ 
ata + B= 


Da reste si l’on considère le déterminant suivant, où l'on a fait 


fu =f: (aiy, CARS E 


To w wą ... Wy 
1 a: Wry Wot Out 
Q , 
Los wu op opp 
Launexr, — La Géométrie analytique générale 5 
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il se réduit à o, si f} ne contient pas de termes divisibles par 
mt, a2)... aah 


el alors 
o = Of, — Uifo ... — Qu fou 
ou 
of, = Q fo, + Qu fou. 

D'ailleurs Q; — 40 à des multiples de f, ... fa près, si f est 

quelconque, on a 
af, = Qi for > + Qu fon + ft + e Anfa 
les ) étant des polynômes entiers. 

Il est intéressant de montrer que & peut se calculer en fonction 
rationnelle des coefficients des f. Soit en n effet D (a, ... £n) le déter- 
minant des fonctions fet 

D, = D (a, Ly re 


on a 
On Wat 
... w w 
D, D, tt at 
ag 
- == | wę w 
I Du D, D, Wie Was 
|| 
Q I 
2 
Bał s ou ci 
Z---, 5 
D, iy) 
edi up Duda RC De A 


Or, en vertu du Hs P Jaconi si a suppose les degrés 
de Wi Oz, -.. Oy non décroissants, tous les termes à gauche de la 
diagonale principale de ce déterminant sont nuls, ceux de la diago- 
nale principale sont fonctions des coefficients des termes des degrés 
les plus élevés dans les /, on peut donc poser 


g = D,D, ... Duk, 
k étant indépendant des z ('). 
(t) Les quantités Q; et Ę,, jouissent encore de cette propriété, que, si on 


néglige dans les calculs les multiples des f, on aura 0,0, = o, 2%; = ©. 
sont ce que les allemands appellent des unités complexes. 
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5. Nombre des conditions nécessaires pour déterminer 
une surface. — Un polynôme du degré p à une variable, est 
déterminé à un facteur près, quand on se donne ses racines. 

Or nous allons voir qu'en se donnant les solutions d'un sys- 
tème d'équations, on ne peut pas déterminer en général ces équa- 
lions, ou pour parler plus clairement, on ne peut pas se donner 
arbitrairement les pi p... pna solutions d'équations des degrés 
Pis -> p, Où si l'on veut, il existe des relations entre ces solu- 
lions. 

Cherchons d'abord le nombre des coefficients d’un polynôme de 
degré p à n variables, 

Un polynôme du degré p à deux variables homogène 


=, p 
yx? + Aer y -|- ... ayy! 


conlient p + 1 termes. Un polynôme homogène du degré p à 
3 variables est de la forme 


A x? + Aart ... + A, =P, 


ou A; est de degré i en y et z, il contient 


1-+ 2... +p+1I= 


(p + 1)(p + 2) termes, (!) 
2 


Un polynôme du degré p à 4 variables est de la forme P; mais 


ee 


A, est de degré i à 3 variables, il contient 


(p+ 2)(p + 1) __ (p + 3)(p + 2)(p +1) 


1+3+... z w. 


termes, 


elc. Un polynôme homogène de degrép à n + 1 variables contiendra 


(p + 1) ... (p + n) 


1.2 ... n 


termes. 


c'est aussi le nombre des termes d'un polynóme de degré p 4 n va- 
riables non homogène. Ce nombre est aussi égal à 


(p+r)!, 


= (= aia! 


plan! 


(t) En vertu de la formule X” ke D. @ + SEN. e po K +e 
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donc une surface du degré p dans un espace à n dimensions dé- 
pend de 


paramètres, on peut | assujettir à passer par y points ou à toucher 
y plans. 

On ne peut pas se donner à priori les points d'intersection des 
surfaces fi = 0, ... fn = 0. En effet le nombre des z, est 
n.pipz +. pn. Ils sont fonctions des coefficients des / c’est-à-dire de 


(py +n)! (Pn + nj! 
RUE 7 + ESKI 


paramètres, et ce nombre de paramètres est ordinairement plus 
pelit que n.p,p2 ... pn. Il y aura donc des relations entre les z,,. 


6. Théorème d'Abel. — Abel a découvert des relations difé- 
rentielles entre les coordonnées des points communs aux courbes 
algébriques 

AH f =o... if, =0. 

Voici comment on peut les trouver, Supposons toujours 

Ju fo ++. fa de degrés pi, pz ... pn respectivement, 


posons 


D pa. (fa fa ++. fn) M 


- Mów e 
différentions les ćquations de ces surfaces en faisant varier non 
seulement les æ, mais aussi les coefficients a, az, ... de la fonction 
J; et soit a, .., æ, une solution de (1), posons 
of oft 

af, = — da = das oo 

fi agg QUE da, a 
nous aurons, 


— fı oi 
—y = sej A ss = da, om 
fy dfa 
= M; ... ~—aZXn, 
; wr, 23 an, a 


. . . . . . . . . . 


Yn Sn 
o = "da, ... + "dr, 
dt 1 Tp n 
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on en tire 
4 _w 
(> ) dr, =D 9 (%) , 


AT; 


ou 


multiplions les deux membres par une fonction F (x, ... £a) entière 
et de degré inférieur à Xp — n, remplaçons ensuite x, ... x,, 
successivement par tous les éléments d'une solution de fi = 0 ... 
Jn = 0, ajoutons, nous aurons, en vertu du théorème de Jacobi, 
la formule suivante qui est une forme du théorème d'Abel 


o = z day P Caj 29) +.) 
ob ? 


(2) 


On peut encore donner au théorème d' Abel une autre forme et 


ajouter les équations obtenues en faisant dans (1) m, = m, 
Li = dg... ELI = I, 2, ... on a alors 
| dfilæn ...) AD 
y =a ae. Bees ae 
XGda;, == z D RU cs 
. 02 ji 


G désignant une fonction des % ou i varie de 1 à a. S'il arrive 
alors que, en vertu du théorème de Jacobi, le second membre soit 
nul, on a des relations intéressantes, si le premier membre est 
intégrable. 

Considérons par exemple le cas ou fi, ... fa sont du degré 


m > 2, et soit f, = 2, + 2%,,.. + 2%, — R, posons 
ij» 


afi = 
ae, À 


on aura 


ada, + ... Ende, = dR, 
fade, + woe finde = 0, 
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et en appelant D le déterminant de a, +- ... ns fi ++. Sn 


>. ti D 

dz, = dy 7 D" 
DZ 
Ary 


en faisant ©, = Gi, Lz = Gi, ... I ZI, 2, ... et en ajoutant, ona 
zda; = 0, ou Xa; == constante. 

donc quand une sphère de centre fixe coupe l'intersection de n — 1 

surfaces algébriques, le centre de gravité de ses points d'intersec- 

tion avec les surfaces est fixe quand on fait varier le rayon de la 

sphère. 


7. Propriétés de la résultante. — Sa forme explicite. — 
Considérons les équations 


(1) Op = 0, Qi = O; ve On = 0, 
Yos Yı +. En désignant des polynómes en £i, z» ... Ln el z, de 
degrés p, soit ay = yy, a = "Joi se En = Yn UNE quelconque 
des u, = p” solutions des équations 

(2) Qi = 0, 93 =O... Pn = 0; 


résolues par rapport à £i, ... Ln. Soient 
(3) Ji = os fa = 0. fn = 0, 
des équations en x1,... £n de degrés p (on pourra supposer /, fonc- 


tion de æ seul, : fonction de x; seul, etc.) soit ©, "Gu, Ma Ay 
£a = di une solution quelconque des équations (3). Posons 


(4) Pk = Gy (Ais Mai +.) + (©, ee ai) Desi ese te (En — Oni) Pknis 


en sorte que ga soit un polynôme de degré p— 1, posons enfin 


Po oris *** Poni 
Su Gutis coe Pini 
0, = ; 
o R 20 E S 
Pny Onitis see Pani 


9, sera de degré np — n en m, ... Lu, car, en vertu de (4) la 


première colonne de 0, peut être remplacée par Q,(Zu, Zi ..-), 
ga (Ari, Bai 11); +++ On (Ciis Xai ...), ił est de même degré en Hi, ... 
Uni. 
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Il existe des polynômes &, Čs ... Cu tels que 


(4 == Out + eee your 
= € 

Bp = Out Hoes Pubs 
en posant pour abréger 0; = 9 (fij %2) ++) iis eee Żyj); et si l'on 
observe que pour ©, = ti, La = tzi +» on a 0, = Oj; on en con- 
clura que 4, s'annule avec les f, sauf pour 7 = &i, Ta = Mi +.. et 
alors, il est égal à un. Posons £ 02 ... Opp = 6, lorsque les 7 
sont tous nuls, 0,, 0,, ... sont nuls, et les £ sont nuls, A moins que 


Ə = 0, or en appelant 4, .-. Eu les fonctions considérées $ 3, on a 
ib + Fi, Ga =& + F 


les F étant des sommes de multiples de fi, fs... fn. Les £ sont in- 
dépendants des coefficients des ¢, donc ils ne s'annulent pas avec 
les ọ, quant aux F ils ne peuvent devenir égaux et de signes con- 
traires aux § quand les ¢ s'annulent, car il n’en est rien quand on 
prend c, = fy +: 9a = fa puis qu'alors ils sont nuls ou égaux à 
l'unité. 

De là il faut conclure que 6 est nul, toutes les fois que les ę sont 
nuls à la fois, d'ailleurs 8 est une fonction entière de degré „ par 
rapport aux coefficients de chacune des fonctions g; ; 8 = o est done 
la résultante des équations #, = 0, 91 = 0 .., $n = 0. (Voir § 3) 

Si l’on pose 


> 


p 


g= 2— Ya ++. Dn)’ 


la résultante © = o pourra s'ordonner par rapport aux puissances 
de z et l'on pourra mettre cette résultante sous la forme 
ZA AE EB 2 ZĄ=0, 
OR aura alors 
W, = Zy(a;, ozi +), 
Wo = EY (aiis doi) Y (Ar js daj vee) 


On pourra ainsi se procurer les fonctions symétriques des solu- 
tions communes à plusieurs équations algébriques. Il résulte de ia 
que 
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Toute fonction symétrique, entiére, des solutions de plusicurs 
équations algébriques est une fonction rationnelle des coefficients 
de ces équations. 

Cette méthode pour calculer les fonctions symétriques, pas plus 
que les méthodes d'ćlimination que nous avons fait connaître, n'est 
pratique, les calculs qu’elle exige étant fort prolixes. 


Soient fo, fı ... fa des polynómes entiers en z, ... æ, de degré p 

soil 
Atiy Ag ++. Ani 3 
les éléments d'une solution quelconque des équations, 
NE ere fa 30 
p” = pet 
R = folar 22 ...) fg (12 +1.) fol DE 

Posons, en appelant w; un argument quelconque dans fet a"; son 

coefficient 
fic = aw, + ... alyw, + +1. 


en appelant f,, wi; les valeurs de f; et w pour 2, = ay, Ba = a, «+ 
on a 


foltu o) Sawy -.. + dj + …; 
ofi 
So = Ww 
va ; 
done 
oR 2 fs 1 f3 
U = So ve + aflafad ee + cu 


ou simplement, en n'ćcrivant pas les termes nuls, si ay;, %, ... est 
solation de f, = o 


oh R 
dad; = wy: Fe 
oR R. 
aa, — Oki fi. 
on a donc 
oR oR 
da”, t Wy, Spy : Wj =... 
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Si a,j, %,, ... satisfait à f = o. Ce qui permet de calculer la solu- 
tion commune à fo = 0 ... fa = 0, dès que l'on a formé la résul- 


òR 
tante. Si tous les < a, étaient nal, cette méthode ne permettrait plus 


de calculer la ice commune, il faudrait alors différentier deux 
fois et il y aurait deux solutions communes, mais je n'insiste pas 
sur ce point. 

L'ćquation (1) peut s'écrire 


on en tire, en multipliant par atj, en fesant j = 1, 2 ... et en ajou- 
tant 


k. 8, Cr 
NA T1 + za, n> ja r(A faj +=) 


or f'n f?; ... sont nuls, donc 


oR ak oR ak, <= 
da»: ta”, * 
et plus généralement 
oR + èR k 
(2) prak, + = ah + ... 20. 
` oa da'a 


(n -i + 1)n 


Les équations (2) sont au nombre de , elles définissent 


ia fonction R, jusqu'à un certain point. Observons d'abord que ces 


équations sont satisfaites quand on prend R = F(P), P désignant 
l'un quelconque des déterminants de la forme 


en effet P satisfait évidemment à (2) et F Ac aussi, Car 


aF (P) _ 


da’, 


=F À 


vai,” 


Or si l'on prend pour variables indépendantes, autant de détermi- 
nants P à savoir P,, P, ... qu'il y a de coefficients a, aï, ... moins 
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un, et si l’on garde ce coefficient restant a’, on a : 


oR oR oP, | oR dP; 6 


zał, = oP, dat, * AP, da, 


wee 


. . . . . . . . . . 


oR ƏR aR oP, 


=" So hes 
ca ta’ "AP, da’ 


si l'on multiplie ces équations par a*,, a“ ... et si l’on ajoute, en 
vertu de (2) on a 
oR 


= a’ 
da! 


ou 


oR 
— = 0 


dai 


ce qui montre que R ne contient pas a’ et est fonction des seuls dé- 
terminants P. 

Cela suppose R de la forme f', f% ... f" et par suite entier en 
a',, a’, ..., et si toutes les équations (2) sont censées avoir lieu quel- 
que soit į, il faut supposer que R a été mis sous forme entière par 
rapport aux aj; et de même degré par rapport à chacun d'eux. Ce 
résultat est très important comme on le verra plus loin. 


8. Emploi des coordonnées homogenes. — Nous rendrons nos 
équations homogènes, par l'introduction d'une variable fictive que 
nous supposons égale à r après avoir effectué, sil y a lieu, des 
différentiations. Considérons alors les équations 


Jo (Cor Ti ++. En) = 0, fh = 0t.. Ja ŻE, 


homogènes en 2,, r, ... æ,, et ou x, = 1 n’a été introduit que pour 
rendre les formules homogènes. 
Je dis que le déterminant 


A — d (Jos fi e+e fn) 


MOD i eo M) 


s’annule pour les valeurs des «c, s'il y en a, qui annulent à la fois 
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Je M «++ fa; en effet p, désignant le degré de fi, on a 


d of, 3 
r Jo + tı fo + Ty 4 = Po 


° ua Ory or, 
1 ò ) 
rong EPRA + © med, = fi 


et si /, ... sont nuls à la fois, on en conclut, comme nous l'avons 
annoncé, pour les valeurs des æ qui annulent les f 


å = 0: 
Il y a plus, si l'on suppose p, = p, ... =p„ On aura pour les 


valeurs des n qui annulent les f 


ò dA dA 
A _ 0O; — SO... — —=0, 
ory OLy 


En effet : 
des équations (1) on tire alors 


dA oA 
Az, = p WACH + of, fi +-.., , 
za Ea 
et en différentiant 
oA ¢ oA ò oA 
vo % + A = PES a ee + PERL „07 
(Z) (4) 
LA 29 oo ae RU , of A 
ar, ° Bef = (L) PR ir, (L) 
or VOC 


or si fy, fi .… sont nuls, A est nul; et l'on a 


18 Lg of BA 


aa; PE de, Taf’ 
Ary 
ou en vertu des relations connues entre un dóterminant et ses 
mineurs 


— = 0. 0. qy fad. 
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9. Solutions multiples. — Considérons n surfaces rapportées 
à des coordonnées homogènes z, ... Ln, 


fit. m) = 0, f=o... fo 0, 


Si Ja résultante provenant de l'élimination n — 1 inconnues 
JC =, a dés racines multiples en A et si à une racine multiple, 
U ~¢ 
correspond un seul système de valeurs des autres «©, la solution 
considérée sera multiple. On peut supposer que l'on fasse varier 
les coefficients des f infiniment peu, cette singularité ne se présen- 
tera plus et l’on rentrera dans le cas général; mais deux ou plu- 
sieurs points d'intersection seront infiniment voisins, en ces points 
les dr, les dz ... pourront être les mêmes pour toutes les surfaces 
f= 0, qui auront alors un contact d'ordre plus ou moins élevé. 
On aura alors pour un même système de valeurs des dx 


a 


d ù 
fi dzy + ... Si dx, = 0, 
Or, Cry, 


d ù 
dfn dzy ges dfa dry = 0, 
Ory OL, 


ou 


(1) (fur +++ fu) — 5, 


OKW»: «+: Da) i 
et pour la même raison 


ò (fi ee Fa] 


ue) 
v= = tc. 
Dl oy Diore 24) >> 


La condition (1), si elle avait lieu pour une infinitć de valeurs 
des æ, exprimerait que les f == o ont en commun une variété à une 
dimension au moins. Si elle avait lieu identiquement, on sait que 
les fonctions f seraient reliées entre elles par une relation. 


10. Dómonstration d'un Lemme. — Si deux équations algć- 
briques 


a O E et O (Liz + D) 0 


représentent la même surface, c’est-à-dire sont satisfaites pour les 
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mêmes valeurs des x, les coefficients des mêmes arguments sont 
égaux à un facleur constant près. 

Donnons en effet à a, ... æ,_, des valeurs a, ... a, _, les équa- 
tions 


fl s: 12) ='0; AA ES, a 0 


devront fournir pour æ, les mêmes valeurs, les coefficients de 
a, 2,7, devront être les mêmes à un facteur indépendant de r, 
près. Or ces coefficients sont des polynômes entiers en a,, az... an 4, 
ils devront être égaux deux à deux au même facteur près k, si ce 
facteur k est indépendant des a, ils ont leurs coefficients propor- 
lionnels et par suite fet © ont leurs coefficients égaux au facteur / 
près. 
Mais k ne peut dépendre des a, sans quoi on aurait 


JG soe Ln) == K (Tjee Zai) GAD, s: Bale 


et il faudrait que $ = o et kg = o représentent la même surface, 
ce qui est absurde, car k = o représente les points de g — o et 
de k =o. 

On identifie deux équations en écrivant qu’elles ont leurs coef- 
ficients proportionnels, 


11. Coordonnées tangentielles. — Observons maintenant que 
l'équation du plan tangent A la surface 


Five Gy) 250 


au point Z,, ... Zn peut se mettre sous la forme 


j à of 
(x, — a,) A + vee (Ty — ©) M, = 


et si Fon rend f homogène par l'introduction de la variable fictive 
To =0, = I 


gt 
6" w 
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Cherchons la condition pour que la surface f(x, ... x,) = o de 
degré m soit touchée par le plan 
(1) Bits + ese Extn + & = O. 
soit Z1, Za «+. Zn le point de contact ; on aura 
(2) [Gu 0 WI 


et en identifiant l'équation (1) avec l'équation du plan tangent en 


My, Ją vee Up, Hy = I, 
U U 
BĘ. REY es he „BEL „DER 
de Ho ou, 
ona 
3) Dye Oat Jae 
© “EAR ZWANĄ bane Se 
ou 
P z af ET of. tle z of 
(4) $1 dz so du " .. TA A da,” 
En éliminant Zo, 4 ... z, entre (2) et (4), on aura une relation 


en Ép, 2, ... Ź, qui aura lieu, si le plan (1) touche la surface f= o, 
et seulement dans ce cas. 

Cette équation est l'équalion tangentielle de la surface. Elle sera 
du degré m(m— 1)" par rapport à & et aussi par rapport à 
2,, Z, ... Mais les Z n'y entreront que sous forme de déterminants 
et n'y figureront que dans une colonne (Voir § 7, la fin). 

Donc le degré de l'équation tangentielle sera m(m — 1)"-! par 


rapport aux 3 et par suite par rapport à tous les £. 


Supposons 
n 
J= Dave, 
o 


les équations (3) pourront s'écrire 
ET ne 1 
(3 bis) ë (Gop 2: Goes +: + Agnia) Z... 
0 


= flo 


59 
Res 
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de sorte que l'on pourra remplacer f (a, ...) = o par 
(5) den + dir caen — 0 
d'ailleurs (3 bis) pourront, en égalant ces rapports à — £, s'écrire 


do0%o + -- + antn + tę, = 0 


\ 


3 
(6 ee TR 9000005) ae A 


/ 
| Śnoo + ee + Onnin + E = 0 


Eliminant les z et £ entre (5) et (6), on a l'équation tangen- 
tielle 


oo dot +++ don 5 
== (dy 
Ang Any «++ Ann A 


Weave 530 


Si l'on suppose £, = 1, les coordonnées tangentielles &,, ... 
sont les inverses des coordonnés à l'origine du plan tangent. En 
général on appellera coordonnées tangentielles d'un plan, les in- 
verses des coordonnées à l’origine de ce plan. Dans ce système de 
coordonnées, un plan a des coordonnées et pas d'ćquation, un point 
n'a plus de coordonnées, mais il a une équation qui est du premier 
degré, en effet 

CAF + si CA + 5 =. 0 
exprime que le plan 
z 


$ 
2,6 51 Ae daa dep = O 


passe par le point fixe a, ... a,. 

Quand on a l'équation tangentielle ¢ (é, ... §,) o— d'une sur- 
face, pour avoir son équation ordinaire ou cartésienne, il faut 
chercher l'enveloppe du plan 
(1) DE ic. M4 EGZ (5 = 1); 
sachant que 


(2) ę &, +++ En) 50 


Il faut donc éliminer les $ entre cette équation (1) et 
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et on peut remplacer (2) par 
d? _ s =o. 

«0 

de sorte que l’on passe de l'équation tangentielle à l'équation car- 
tésienne, comme on passe de cette dernière à la première, et il 
en résulte que si le degré de l'équation tangentielle est m, celui de 
l'équation ordinaire sera m (m — 1)", sorte de paradoxe que l’on 
explique en admettant que si l'on appelle classe d'une surface, le 
degré de son équation tangentielle, la surface la plus générale de sa 
classe, n’est pas la plus générale de son degré et vice versa. 


42. Loi de dualité. — Nous avons dil qu'en coordonnées tangen- 
tielles, un plan était déterminé par ses coordonnées, à savoir les 
inverses de ses coordonnées à l'origine. Au contraire, un point est 
représenté par une équation du premier degré. 


> 
(1) at, + se Ansin Fo = 0 


dont les coordonnées s'obliennent en cherchant l'enveloppe du 


plan 
(2) FA == 4.5 ET, +1—=0 
ou le point a,, ... a, par lequel il passe en vertu de (1). 
Une équation o (2 ... n) = o représente l'enveloppe du plan (1), 


c'est l'équation tangentielle d'une surface. 
Deux équations entre £,,£, ... &, à savoir 


(3) (6 ..)=0o Weli … 


WY 


n) =O 


reprósenteront encore une enveloppe du plan (1) qui sera une 
surface développable et ainsi de suite. 
Supposons les ćquations (3) du premier degrć et de la forme 


dut + CNA wee + Ainin + a, = 0 
CAT + Gate + CART = p Ay = O0 
. . a a a 
elles expriment que le plan (2) passe par les points —"', a NT" 
a a — 
10 10 

a a . . . . . 
4,3 ,, ou par la droite qui unit ces points, on peut donc dire 
Ay 0 ; 


que deux équations du premier degré, représentent une droite ... 
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que p équations du premier degré représentent la partie commune 
à n — p plans. 


Considérons une surface représentée par son ćquation tangen- 
tielle ' 
ę (1, (> ... En) ŻA 


Fi ža... % déterminent un plan tangent à cette surface. La figure 
formée des intersections de n — 1 plans, a pour équations 


bł t u 
ORN WAR Sn & 


= 
ai a, a, 


3, ... désignant les coordonnées courantes, et cette variété est satis- 
faite pour 4, = a, 4, =a ... Si l'on veut qu'elle soit contenue 
dans le'plan &, ... #, qui touche les surfaces et dans le plan voisin 
t, + d2,,& + d$, ... il faudra prendre a, = t,,... %, —"'#, et 
a, = dźy, a, = di, ... ce qui donnera 


or ona 
dp 


29 
©- dé Ar: -4 d=, = 0; 
NA ot + + dE, n 


kc 
qui représentera l'ensemble des figures contenues dans deux plans 
tangents voisins ; cette ćquation étant 


en éliminant entre ces équations dz,, děs... on aura une équation 


oo 


ñ , dY 
(i =. AJ GC (En — En) SE 
LA Sn 


== 3 
ù 


c'est-à-dire du premier degré, représente un point qui, étant sur 
tous les plans tangents infiniment voisins de & ... Ën ne peut être 
que le point de contact de ce plan. 

La théorie des coordonnées tangentielles, conduit à écrire des 
équations qui peuvent être interprétées de manière à faire corres- 
pondre deux à deux tous les théorèmes de géométrie ou d'analyse, 
car pour nous, l'analyse comprend, ou ne se distingue même pas 
de la géométrie. 

Ce que nous avons appelé point au début de cette étude c'est 
l'ensemble de n nombres qui peuvent représenter des quantités 
arbitraires, donc nous pouvons appeler point un plan défini par 


Launexr, — La Géométrie analytique générale 6 
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ses coordonnées, en sorte qu'à tout théorème relatif à des coor- 
données ordinaires correspondra un théorème relatif à des coor- 
données tangentielles, pour passer de l'un à l'autre de ces théo- 
rèmes il suffira de permuter dans leurs énoncés les mots plans et 
point, enveloppe et lieu, etc. 


43. Application des principes précédents. — La loi de 
dualité dont il a été question tout à l'heure permet d'ćnoncer les 
principes suivants : n surfaces dans l'espace à n dimensions et de 
classes qi, qa + Qns ODE Gy Qo «+. dm plans tangents communs. Ces 
plans ne peuvent pas, en général, étre choisis arbitrairement. 

L'équation générale des surfaces qui admettent les mêmes plans 
tangents communs que les surfaces dont les équations tangentielles 
sont 


est 


ele. 
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LES ESPACES HOMOGENES 


1. Coordonnées homogènes. — Soient £y, x, ... Ln les coor- 
données d'un point dans l'espace à n +- 1 dimensions. Supposons 
que nous ne considérions que des équations homogènes, une équa- 
tion homogène 


S (xo: dą ta 

peut ètre envisagée à plusieurs points de vue : 

1° On peut supposer xy = 1, cela se fait souvent, on l'a déjà vu, 
parce que le théorème des fonctions homogènes permet des sim- 
plifications, comme on en verra des exemples. 

2° On peut supposer que x, «©, ... sont les distances d'un point 
à des plans fixes. 

3° On peut supposer que #5, xı ... sont les distances d'un plan 
à des points fixes. 
4° Enfin on peut donner à x,, 2, ... d’autres interprétations, 
mais nous nous bornerons pour le moment aux deux hypothèses 
qui précèdent, en laissant au lecteur le soin d'explorer la mine 
extrêmement riche dont nous ouvrons l'entrée. 

Considérons donc n -+ 1 fonctions linéaires de x, ... x, de la 
forme 


(1) Ply + pity + os Piąty = X, 


ou pi … p'a sont les cosinus directeurs des normales aux plans 
X, = o, les équations 


X. == OW Ny. =e Grete Er. 
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représenteront nos n + 1 plans, et X,. en général, sera la dis- 
tance du point a, ,.. £n au plan X; = o. 
Toute équation de la forme 
aX. + UX, + a,X, ... + ann = 0 
représentera un plan, si a, ... a, sont des constantes, pourvu que 
cette formule ne soit pas une identité, ou une impossibilité, ce qui 
peut arriver, et en effet, elle peut s'écrire 
a, (w,p + ©,p + Po) + m (zp + ©.) vere «+: =O 
ou 
ay (agp + ayp's «.) 

+ ©, (ape + apt, + ...) ce -+ En (aopn + +.) + Gop +... = 0 
elle se réduit à une absurdité si l'on a 


/ 


( ap + wp! + anp" = 
(2) OSZCZ" 
/ 
\ 


A Pn + ayp'n ve Ann = O 
et à une identité, si en outre, 
(3) ap”, + «+. ap”, = O. 
ce sera une absurdité si posant 
Dapp cof ZP 
on a 


Il existe d'ailleurs entre les X une relation que l'on obtient en 
éliminant les æ entre les équations (1), ce qui donne 


Pu. Pw Xo- Pro 

US UE «25 5) CONS 

Pace P'ns Xn —P'o 
ou 


oP 7 oP 
+n Re WT 


et cette formule est l'identité en question. Il en résulte que 


(4) X 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE VII. — LES ESPACES HOMOGENES 85 


M, + X2, +... est susceptible d'un minimum donné par les for- 
mules 


X,dX, +... des — 0 


oP 
Ph, dX, “Fos ZO 
d'où l'on lire 
OP rej R A 4:38 
+2 hy rodów 
W P 
(AP fee ye 
(e) + (oi) + 
2. Usage des coordonnées homogènes. —- En résumé, si les 


plans 

EEE 
forment un simplex, dit simplex de référence, toute équation enire 
X,,... X, représentera une surface, et sans nuire à la généralité, on 
peut toujours supposer celte équation homogène: car si elle ne 


l'était pas, on la rendrait homogène en multipliant ses termes de 
degrés inférieurs par des puissances convenables de 


1 X op oP 
p( . op, ra ' op s) 
qui en vertu de l'équation (4) du § précédent est identiquement 
égale à un. 
Nous poserons une fois pour toutes 
JL. 9972 
P op oF 
et nous aurons l'identité fondamentale 
SX + M + nn = O 


qu'on appelle quelquefois l'équation du plan de l'infini, (*), parce 


(1) Le premier membre de cette identité est à un facteur près le volume du 
simplex, décomposable enn + 1 simplex, ayant leur sommet commun en 
Xo, X, ... et pour bases les bases du simplex de référence, 
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que si l'on adjoint à cette équation, celle de n — 1 plans, les solu- 
lions en @,... «,, seront infinies. 
Si un plan est représenté par 
Xo + XM ... + a,X, =O 
son équation ordinaire sera 
w, (ap + a,p ...) + «©, (asp? + a,p', ...) ... = 0 
les coefficients de sa normale seront 
ap + agp"; ses Opps +- pig cu ... ap + pi ... 
La condition pour que deux plans 
Ea;X; = 0, 2b;X; = o 
soient rectangulaires sera donc 
(api + ap! ...) (bp + bip's +.) +o. 
- (ap + ayp',, ...) (bop°n + bip'n ...) == 0 
pour qu'ils soient parallèles, il faudra que 
gp,  —... CoP en + Opn 
bop’, + ap E 
Les plans za,X; =o et (a, + 5) X; = o sont parallèles, car leurs 
équations ne diffèrent que par un terme constant. 
Cherchons les distances des sommets du simplex de référence 
au plan. 
> ax; = 0. 
Cette équation équivaut à 


Za, (£p'i + ap...) — 0 
le point où se coupent les plans du simplex de référence, abstrac- 
tion faite de X; = o, est donné par 
P's + Plats ... + p'o=0, 


il faut tirer x... x, de là pour les porter dans 
La; (tip + Tapis ...). 


et diviser par 


v (Spi)? + (2 api) ... 
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or, l'expression Ya, (x,p/, ...) se réduit à a,X;, ou à 
a; (po + pit +) =u 
Il faut done éliminer les + entre 
p'o + p'iti «o. = 0 


u 
Pot Pati ee = — 
aj 
Pe re ge: 
ce qui donne 
u oP 
LE Peso 
a; W 
donc 
u p I 
Ne 
a; P Sj 
cp j 


les a; sont donc proportionnels aux distances des sommets du 
simplex de référence au plan za,X, = o. En sorte que si à,, à, ... à, 
sont ces distances, le plan Ya;X; = o peuvent aussi s'écrire 


(1) IX = 0 
Cette équation met en évidence une réciprocité entre les propri- 
étés du plan et du point. Si l'on considère les ò comme donnés, 
et les X comme variables, l'équation (1) représente un lieu de 
points, un plan. Si l'on y regarde les X comme donnés et les à 
comme variables, nous pouvons regarder l'équation comme repré- 
sentant un point fixe par lequel passent tous les plans (1), quand 
on y suppose 
28,X', == 0, 

les X ayant des valeurs données, et les X’ comme coordonnées 
courantes. 

Toute relation homogène entre les à peut être censée repré- 
senter une surface, en effet si l’on considère une équation 


(2) [Bus By eae Bn) = 0 
et le plan 
(1) = X, = 0 
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en vertu de la relation (2), le plan enveloppera une surface qui 
pourra être censée représentée par l'équation (2) ; pour avoir l'é- 
quation de cette enveloppe, il faudra éliminer les 2 entre 


7 (4 A —0 
X, + > Xj; = O 


et les équations obtenues, en éliminant les dz entre 
Xda, A> Mda =o, af da, SĘ of din = 0, 
da: dan 


X:d2 + X,,d2z, = 0, ai dt, + v dz, = 0. 


à savoir 


1 of i af i Df 


Xu Xog 


ce qui revient à éliminer 040; ... Ò, entre 


D à ec! AT 0, 
36, X 0; 
(pg X of Xô, + D. OR, CR 
TĘ v= hate 
00 où of of 
t 4 8-4 + 0 À He 
138, * dde 


k A a + 
et le dernier membre est égal à X of en vertu du principe des 
9 00, 
fonctions homogènes. En résumé : l'équation /(d,, ... d,) = o 
représente en coordonnées tangentielles, comme l'on dit, la surface 


obtenue en éliminant les d entre 


Si fest du premier degré, les dernières équations se réduisent à 


X 2% m. 

= 4 .… les a désignant des constantes, et la méthode ne donne 
a 1 

rien, ou si l'on veut un point fixe par lequel passe le plan 


=6;X; = O. 


On a beaucoup étudié le cas où n = 2, le simplex est alors un 
triangle, le cas où n — 3 fournit déjà moins de sujets d'études à 
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cause de la complication des formules, le cas général a été peu 
exploré, et si nous l'avons signalé c'est surtout pour faire ressortir 
la notion de plan de l'infini. 


3. Théorème de Poinsot. — Nous allons généraliser la notion 
des coordonnées homogènes et nous désignerons par X,, X»... 
non plus les distances d'un point à des plans fixes, mais ses 
distances normales à des surfaces fixes. Ainsi S,, S. ... désignant 
des surfaces, pouvant se réduire à de simples points, nous dési- 
gnerons par X, la longueur de la normale menée du point x,, z; . 
vn à la surface $,, et par ayi ... a,, les coordonnées du point d'in- 
cidence de cette normale : 
nous poserons 

JO Ma... Ne) = 0; 


celle équation représentera une surface à laquelle nous allons me- 
ner un plan tangent, une normale. 

Si nous appelons cos 2,,, cos Zx ... les cosinus directeurs de 
la droite X; et cos ,, cos J, ... ceux de la normale à f= 0, nous 
aurons 


I o W o 
(1) cos = Ne s= (EY + (E+ ~ + (3) + 


on a ćvidemment 


(2) df = „A. NE Lax, + 
mais 

N; = (a, — Qi) + (a, — ay)? + 1.4, 
alors 


XdX, = (£, — ay) (dary — dayi) +: (13 — ay) (day — day) ..., 


ou 


(3) d=" EA Su (dr, — day) SES 


Lg — dax) ...; 


mais day, da» ... sont des déplacements effectués sur la surface 
c, ~A . . 
Sis kę, ... sont les cosinus directeurs de la normale à 5, que 


Ai 
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nous avons appelés cos %,;, cos Zy; ..., done 


ou 


day; cos 2,; + day; COS 4; ... == 0, 
et l’on a au lieu de (3) 


dX; = ty da, + 1.» 
ou 


dX; = cos «dr, +- cos da, + ...; 
(2) devient alors 


f= x (cos aide, + cos audas ...) + se, 


d'où l’on déduit x of ou 


of of 
N cos ją = -%- LOS zy + -~v COS Go + ++. 
Yı aX, ut X 12 , 
0 of 
N cos = COS %» -Y= COS Ogg H sees 
Ye aX, Za + ry 2 
Ce qui montre que la longueur N comptée sur la normale cher- 
chée est la résultante des droites 


of of 
acy Oe 


comptées sur les normales X,, X, ... 
Si X,, X, sont des distances normales du point æ,, ©, ... Ln à 
des plans fixes, le plan tangent aura pour équation 


u,, & ... désignant les coordonnées courantes, or 
of — of oX, sy of de 


dz, OX, da, DM dry 


. . . . . . . . . . . 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE VII. — LES ESPACES HOMOGENES gt 


l'équation du plan tangent devient alors 


ER RADIR | + - s| A+ ..] Er 


dX, dry | Xa, dX, day 
ou g 
df ù 
af Ce DE + (uw — 2). yeas A] El; 
oni 
"0%, 0% à 
mais DE, , 1... sont les coefficients du plan X, = 0, etc.; 
òT, 02g 


donc U; désignant ce qui devient X, pour ©, = u,, ©, = u. ... on 
a pour l'équation cherchée du plan tangent 


ZL X) + ŻĘ (U — X)... = o; 


el si /' est homogène en X, ... X, 


du +. hue EY, 


m désignant le degré de l'homogénité, donc enfin 


est la forme de l'équation d'un plan tangent en coordonnées homo- 
gènes. Tout ce qui précède constitue le théorème de Poinsot dont 
le lecteur devine les nombreuses applications : (Tracé de la nor- 
male aux coniques, etc.) 


4. Théorème analogue. — A côté du théorème de Poinsot 
vient se placer un théorème qui a avec lui de grandes analogies et 
que j'ai donné dans les nouvelles annales mathématiques. 

Considérons un plan mobile 


(1) Ui + ls ... + Ann + A) = 0, (Za? = 0), 


soient À, 0, ... 0, les distances normales de ce plan à des surfaces 
S, S, ... pouvant se réduire à des points. (d; est la normale com- 
mune au plan (1) et à la surface S;) si l'on pose 


ICT de ... 2%) = 0, 


http://rcin.org.pl 


92 LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE GÉNÉRALE 


le plan (1) enveloppera une surface. Soient 
Tiis Tay 1. Thi 

les coordonnées du point ou le plan (1) et la droite 0; se rencontrent ; 
Alis Agi ve. Ani 


les coordonnées de point ou la surface S; rencontre la droite or: 
on aura 


(2) 82 = (cy — ti)? + (Ty; — ax)? + oes 
el aussi 
(3) à = Qui + datą, -.. —+ Go. 


L’enveloppe du plan (1) est donnée par 


| a, da, +... Endan, + da, = 0, 


(4) A pi y DIE NES 


Oo 2 


en différentiant (3) on a 


do; = ayda;; ep" ads; ... 


+ ada, + ... + day; 


ce qui est écrit sur la première ligne est nul, parce que le dépla- 
cement 24, ... est normal à la direction a,, a» .., donc 


dò; = ada, + ... + dag, 
et la seconde équation (4) donne 
ù 
s Y (ada, + tyda ... + da,) = 0. 


orona 


sda, + xda; ... 4- da, =0, 
aida, + adas ... = 0; 


ćliminant da, on a 


„0 
sY (auda; + azda oo = xda, — xda, so) = 0; 
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en éliminant dan et en égalant à zéro les coefficients des autres da:, 
ona 


ò d 
s of f 
PRAC — zı) POCZ CA) 
a $F a g? 
of 
= 38, | ay (24: = ay). a = 0, 
donc 
0 fi z U 
1 >> if 2 Ati => 
DGL dot 


et le point ou le plan mobile touche son enveloppe, est le centre 
ae f of À 
de gravité de masses <3-, <x ... placées aux pieds des normales 
03,7 dù 
aux surfaces S; sur le plan. 
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SURFACES DU SECOND DEGRÉ 


1. Centres. — Soit F = o l'équation d'une surface du second 
degré, nous pouvons supposer 4; = 2, et poser 


n 
F = Bajti; + 20945, + ... Wgnkn + Oy, 
1 


et si l’on rend F homogène par l'introduction d'une variable fictive 


n 
3 o 

F— 2 NCT. 

o 


Nous poserons une fois pour toutes 
n 
f = Bayz 
1 
c'est la partie homogtne et du second degrć de F. 
Transformons les coordonnćs et posons 


= +6 szla s= Pe ees RR 


aj, Gy +++ An désignant les coordonnées de la nouvelle origine et ż,, ż. 
… les nouvelles coordonnées courantes, l'équation F = o deviendra 
Ff + a, & + a...) — 0, 

ou 


oF oF 


+ by) + JG e be) = 0. 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE VIII. — SURFACES DU SECOND DEGRÉ 95 


On peut en général disposer de ai, a, ... a, de manière à satisfaire 
aux équations 


oF oF 
(1) — = 0, Z ==0; 
7 day dan 


qui peuvent aussi s'écrire 
(1 bis) GyGy H digag 11. A finan tr tgl 0) os 


supposons d'abord les équations (1) ou (1 bis) compatibles, on en 
déduira un et un seul système de valeurs des a, et l'équation de la 
surface prendra la forme 


(a) JG +. 4) + Fa... a) = 0 


alors à tout point £, ... Ẹn de la surface, correspondra un autre point 
— b, —&... — , également situé sur la surface, en sorte que la 
nouvelle origine partagera en deux parties égales toute corde qui 
le traversera. Le point a, a, ... a, est ce que l'on appelle un centre 
et l’on peut dire qu'en général, les surfaces du second degré ont 
un centre et un seul. 


Quand le déterminant 
À = E E ate -e änn 
sera nul, on ne pourra plus en général satisfaire aux équations (1) 
ou (1 bis) et on ne pourra plus en général ramener l'équation de 
la surface à la forme simple (2). Si enfin les équations (1) sont in- 
déterminées, il y aura une infinité de centres situées sur des varié- 
tés du premier degré et l'équation de la surface pourra d'une infi- 
nité de manières se ramener à la forme (>). 


2. Diamétraux. — Conservons les notations du $ précédent 
et cherchons le lieu des milieux des cordes parallèles à une direc- 
tion donnée par ses cosinus directeurs vı -.. Ya soient 
(1) Li = p + yh ds Caras Fw zo Nae 
les équations d'une droite parallèle à la direction vı ... Yn; pour 
avoir ses intersections avec la surface F = o, on éliminera les x 
entre F = o et (1) ce qui donnera 


F(u, + vt, Tą + val, ...) 20 
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ou 


(a) Flm, ... Un) +t (=. 4... En) + Ef(vy +.. Yn) = 0; 
Equation du second degré en £, en portant les valeurs de £ qui sa— 
tisfont à celte équation dans (1) on en déduirait deux systèmes de 
valeurs pour £, ... £n, ce qui montre que toute droite rencontre 
une surface du second degré en deux points (du moins en général) 
or l'équation (2) fait connaître les distances £ du point pi --. Bn aux 
points d'interseclion de la droite (1) avec la surface ; si l'on veut 
que le point u ... p, soit le milieu de l'intervalle qui sépare les 
points d'intersection en question, il faudra que l'équation (2) ait 
deux racines en ¢ égales et de signes contraires, ou que 

(3) oF dF ak 


Yj == Ve + — Va FO. 
dpi pn 


WE 


c'esten regardant pı ... a Comme des coordonnées courantes, l’équa- 
tion du lieu des milieux des cordes parallèles à la direction vı, və 
. Yn, Cette équation étant du premier degré représente un plan. 
Ainsi le lieu des milieux d'une corde parallèle A une direction 
donnée est pour une surface du second degré un plan, auquel on 
donne le nom de plan diamétral conjugué de la direction donnée. 
L'équation du plan diamétral (3) que nous écrirons 
IE, oF 


4) — 
Vi "> «20 Yn = O 
(4) EA 1 or n ’ 


en remplaçant pı, pe. par £, £z, est satisfait pour 


ar aF 


ory oda 


ce qui montre que les plans diamétraux passent par le centre quand 
il y en a un. L'ćqualion (4) peut aussi s'écrire 


(5) ey. AOR 1 


.... > 20,114 6 RAY, = 0 
‘on "dv, 011 on'n 


elle est illusoire quand on a à la fois 


(6) vf af 


= 0, aot =O 
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ou 
Aa H se: dynia = Os 1. 


c'est-à-dire que cette particularité ne peut se présenter que si 
A = 0, elle peut être indéterminée, si l’on à en outre 


aai + +++ gnyn = 0. 


Lorsque les équations (5) ont lieu, on a aussi 


et les droites de direction vı, v» ..., en vertu de (2), rencontrent la 
surface en un seul point à distance finie, et en un autre situé à 
l'infini, alors en posant la relation (2) au lieu d'un plan diamétral 
proprement dit, on a le lieu des droites parallèles à la direction vı, % 

. qui rencontrent la surface en deux points à l'infini, les droites 
qui rencontrent la surface en un point à l'infini sont dites asympto— 
tiques. 


3. Plans principaux. — Un plan principal est un plan diamé- 
tral perpendiculaire à ses cordes conjuguées. Si le plan diamétral 
($ précédent for. (5)) 
of + aig ę 93 Va ees + Donna = O, 


... n 
W Vn 


(1) T; 
est principal, on doit avoir 


1% aa 23% 


Ydy VedVe Yn Un 
ces équations déterminent les v, et pour les calculer, on égalera la 
suite de rapports précédents à 2 s ce qui donnera 


D ò 
(2) J- = asy Gr if = VR 
1 dy 


ou en divisant par 2 et en remplaçant les dérivées par leurs dévelop- 
pements 


s (a, — 8) Yi + aqsh ... + Gan — 0; 
(3) ~ ee do NOIRE ET 
Antti > Ange H ++. (ann = s)vm = 0, 


Lavntsr. — La Géométrie analytique générale 7 
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et en éliminant les v 


Ay, — S, Ay eee Asn 
a SKT eee dą 
(4) BU a s 2n =o ou S= o, 
ne NÉ TRS OU NET JE) 
Ants An2 oe» Gm —S | 


de IA on tirera s, et les équations (3) pour chaque valeur de s feront 
connaître un système de valeurs de vı, vz «+. Yn ; les y une fois con- 
nus, l'équation (1) donnera autant de plans principaux que de va- 
leurs de s, l'équation (4) étant de degré n, il y aura n plans prin- 
cipaux et n directions principales v1, Y2 +. Yn. 

En éliminant v,. ¥2 -.. Yn entre les équations 


(5) P DRE : 


OY Wa Wna 
et (1) ou 

i es Be 
(r) 455, + fg; ia rots 0, 


on aura une équation du degré n qui représentera à la fois les n 
plans principaux. 

On peut faire cette élimination comme il suit : à l'aide de (5), 
(1) devient 


ou 


(6) Ey; 


nouvelle équation du premier degré en vi, v» .., dans laquelle on 


f 


of d : 
peut encore remplacer yı, v2 par of =- ce qui donne 


dv, DV 
ò 
yt = 0: 
dv; > of 
òr, 


ou en ordonnant par rapport aux 7 


(7) EEE = 9, 
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et ainsi de suite, les équations (5), (6), (7), ... peuvent s'ćcrire 


0 
8 Xv; sd = zy; - 
( ) i AT; , i ay,’ 
en posant 


“= af (c oj ża f(y vee) rigs af (zy ...) 


NB; dY; dz; 


en éliminant alors les y entre (8), on a l'équation des plans prin- 
cipaux 


of of af 


Cry er, | Th 
of of DUO! 
oy DAE dYn 


4. Propriétés des plans principaux. — L'équation (4) est 
toujours du degré n, car le coefficient de s” est l'unité, mais elle 
peut avoir des racines multiples, ce qui peut faire disparaître des 
directions principales, et par suite, des plans principaux. En 
second lieu les équations (3) peuvent être indéterminées ; pour 
certaines valeurs de s, certaines directions principales peuvent donc 
être indéterminées. Enfin certaines directions principales peuvent 
être asymplotiques et le plan principal correspondant peut être 
rejeté à l'infini ou être indéterminé, mais cela ne pourra avoir 
lieu que si le déterminant 


dernier terme de l'équation en s ou discriminant de f est nul. 
Supposons les équations (3) indéterminées, je dis que l'équation 
S = o aura une racine multiple, et réciproquement. 
En effet les équations (5) se réduisent ordinairement à n — 1 
distinctes, puisque leur déterminant est nul et alors elles donnent 
en général les rapports yı : Y : vy... sans ambiguité, 
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Si elles se réduisent à n — 2 distincts, les mineurs 
dS dS 
Dag? | 0% 


(ou lon écrit = au lieu de =) 


Xii 044, — 8 


... 


sont nuls et l’on a 
Frs, 


ds © daj ds : 
ou 
a x. 
"erat st 


si elles se réduisent A n — 3 distinctes, on a 


dS 
OZ; OZ Fi J 
et s 
ËS "2 vs di) LEM 
ds? ~~ oajday ds ds 
ou 
38 t 
dst = O, etc. 
Donc, si les équations (5) se réduisent a n — 2,n—3,n—1 


l'équation § = o aura une racine double, triple, quadruple, etc. 
Réciproquement on a en supposant les 4,; réels, 


; os os as 

S = — (4, —s) + — ay +... = 0 
mort a ECT yh mie 
05 it dS ( x So 

o= da — (ton — 5) ... — Gon 
da 21 DT 22 don 2n 


et en différentiant par rapport à s 


e a aS \’ dS 
‘= (5) (There s) + (; =} Xia + oe "RL 


das O12 
(9) ray fa ) aS p z 38 
es (= a + (337) Ca —9 + 0 — z, 
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multiplions la première de ces équations par $> , la seconde par 


dS > dS : 
—, la suivante par —— et ajoutons en RD que 
dit 0445 


nous aurons 


=) (8) 
(a a mz 


os as 
- [X 2 
(10) > 25 = (; =) 5 


2) + (Sy + — in 
tor dti Po 


supposant les 2,, réels (ce que nous ferons à l'avenir) 


s _ os 


Cr dtja 


= 
jun 
lw 
el A rait de méme que 
< 
Os 


Si S= o a une racine triple, en vertu de (10), on voit que 


NZ 


os . dS . dS 
— — o a une racine double ; car S’ z ets (=) ont un facteur 
0211 11 


du 3° degré, donc en ôtant un facteur du second degré dans 


os 
02); is 


sf oS |? l dS \? 4 l res | i ] 
x Ca „les (32) seront encore nuls après la suppression « e ce 
i Pi 


facteur. 
Orona 
25 A so. 
OZ day == : — dai days 


le second membre a un facteur quadruple qui est triple pour S, donc 


0 ° . . 
il appartient à —— Day, i? et ainsi de suite. 

A deux racines  dletiąchee de l'équation S = 0, correspondent deux 
directions Yı, Yz ... Yn principales rectangulaires. 


En effet supposons que pour s = s' on ait y, = yr... et pour 
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s = s" on ait vy; = y'i ... les équations (2) donneront 


à ù 

4 = By. == DEN ees 
dvi ove 

ò y ò 

IPA, af — 2. 
dy! Ove 


on en déduit 


dv 4 = dva 
or le premier membre est nul ; donc 
EO + vs ...)=6 
et si s” est différent de s” 
wawa -+ VE «os ZO 
ce qui prouve que les directions v',, vw et v'i, v's... sont reclangu-- 
laires c. q. f. d. 

Il en résulte que si les 4,; sont réels, l'équation S = o a toutes ses 
racines réelles. 

En effet si elle avait des racines imaginaires, elle en aurait au 
moins deux s” et s” conjugués, et en supposant Zy/* — 1, £y/? — 1, 
v, et v", seraient des imaginaires conjugués v, et v", aussi, et 
l'équation vv", + vs, — 0 exprimerait que la somme des 
carrés des modules de v,, v,... est nulle, ce qui est absurde, 
puisque 


Sv? 
Posons maintenant 


( di vk + VW gks - sa; 
(10) | ©; "VA, + Vols + :.., 


les y’ désignant les valeurs des y pour s = s', ... s, s”... désignant 
les racines de S = o. Nous aurons 


Sf jy ED ESS (VER CE OS, CO CE OT LS QE CRE | 


le coefficient de X?, dans le second membre sera 


fvi Ve sa) = 2 (v, of + yv aj + A 
dw Va 
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ou en vertu de (2) et de 2v? = T, 
foli vi Fe ~ s, 


Le coefficient de X*, serait s", etc. Le coefficient de X,X, sera 


ò d w/t T. E à 
„A yg Sh alee =. 
ov" Va 


elc., donc enfin on aura 
f(n Ta ...) = sR, + SX + … 


et f se réduira à une somme de n carrés au plus, je dis au plus, 
parce que S = o pourra avoir des racines nulles. 

Ce que nous venons de dire semble en défaut quand l'équation 
S = oa des racines égales, mais si alors par exemple S = o a 
une racine double, une direction principal v, ... v, ... loin de dispa- 
railre, se trouve remplacée par une infinité d'autres, parmi les- 
quelles on en choisira deux qui soient rectangulaires. Une obser- 
valion analogue pourrait être faite si S =- o avait une racine triple 
ou quadruple. 

Si l'équation S = o a des racines multiples, il y aura une infinité 
de systèmes de directions v,, v ... w ... permettant de remplacer f 
par une somme de carrés. 

Ce que nous venons de dire suppose les a,, réels, cependant une 
grande partie de nos conclusions s'appliqueraient encore si les a,, 
élaient imaginaires, mais si l'équation S = o avait une racine 
multiple, on ne pourrait plus en conclure qu'il existe n directions 
principales rectangulaires, de sorte que nos simplifications ne pour- 
raient plus s'appliquer à certaines surfaces singulières à coefficients 
imaginaires. 


5. Décomposition en carrés, classification des surfaces du 
second degré. — Si dans l'équation du second degré 


F (Gw th 


on effectue la substitution (10), la partie homogéne prend, comme 
on l'a vu, la forme s X?,  s'X3, ... et alors l'équation précédente 
devient 


s'X2, + s'X ... + 2A,X, +... + 2A,X, + B= 0 
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les A et les B désignant des constantes. Si l'on fait encore 
X =t as A ++ 
€'le devient de nouveau 


8/3 + SE +... + 26, (sa, + A,) +... 
+ s'a?) + s'a, … + 2A40, + 2A,a, ... + B= 0 
si s's" .., sont tous différents de o. On peut disposer de a,,a,... de 
manière à annuler les coefficients de 2,,£,... En général si s’ n'est 
pas nul, on pourra poser 
sa + A =0 


on en déluira la valeur à donner à a, pour faire disparaître #4. 

1° Si l'équation S = o n'a pas de racines nulles, une transfor- 
mation de coordonnées ramène l'équation de la surface à la 
forme 

85% HRS +... ZH 

H dćsignant une constante. 

2° Sis =o on ne peut plus faire disparaître le terme en ż,, 
mais le terme en 22, a disparu, et l'on peut essayer de faire dispa- 


> 


raitre le terme constant 
s'aż, + s'a? ... + aAja, + aA,a, +... + B, 
qui dans l'hypothèse s = o se réduit a 
s"a*, ... + 2A,q,... +B 
et qui pourra être annulé si A, n'est pas nul, Si A, est nul, nous 
rentrons dans le cas examiné tout à l'heure, il en résulte que si 


quelque racine de l'équation S = o est nulle, l’équation de la 
surface peut être ramenée à la forme | 


Jr "g SDE nile = 
SĘ + Saba co + 2łyża + 21,68... o 


ou les £ qui entrent au premier degré, n'entrent pas au second 
et vice versa. 

J'appellerai (ce qui n'est pas tout à fait conforme à l'usage) 
surface de première classe, celles dont l'équation peut être ramenée 
à la forme 


1»2 


Reset. >H 


qui ne contient pas de termes du premier degré en £,,£, .... 
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Parmi ces surfaces, il convient de distinguer 

1° Celles pour lesquelles un certain nombre de carrés manquent, 
nous les appellerons surfaces singulières de première, de seconde 
espèce, suivant qu'il manquera 1, 2... carrés, ces surfaces singu- 
litres sont des cylindres, car leur équation ne dépend que de n— 1, 
n— 2, ,.. fonctions linéaires. Quand H = o, la surface a pour 
premier membre une fonction homogène de fonctions linéaires, 
e'est un cône. Nous remarquons les deux formes singulières 


S'Ę3, + se, zoets$, = H, 


La première représente deux plans, et la seconde, deux plans 
parallèles, confondus si H = o, 

2° Si la surface est réductible à une forme qui contient des 
termes du premier degré, elle sera de seconde classe, elle repré- 
sentera un Cylindre dans un grand nombre de cas; il suffit pour 
cela qu'une des quantités s ou {soit nulle, si tous les s étaient nuls 
(ce qui ne se présentera pas), on aurait un plan, Nous ne parlons 
pas du cas où les { seraient tous nuls, il a été examiné. 

De cette discussion, il résulte, que l'équation du second degré 
peut représenter des cônes, des cylindres, des plans. 

1° Pour qu'une équation du second degré représenteun cône, 
il faut que dans son équation réduite H =o. Or H estle discri- 
minant ou hessien de la forme réduite, si l'on observe que dans 
un changement de variable, le hessien d'une fonction après le 
changement se trouve multiplié par le carré du déterminant de la 
substitution, nous voyons que, comme nous n'avons effectué, que 
des substitutions orthogonales de déterminant + 1, H est le dis- 
criminant de la forme primitive, comme de la forme réduite, done 
pour que l'équation du 2° degré représente un cône, il faut et il 
suffit que son discriminant soit nul, 

Si a,,a,... sont les coordonnées du centre de la surface F = 0, 
quand on a rapporté la surface à son centre, son équation devient 
f + F(a, 4,...) = 0 et H=Ffa,,...); or 
ok oF 


Ay ss — Ry 
Ja, 1 0» 


2F (ay ... an) = 4 
0 


a, désignant une variable fictive égale à 1 et rendant F homogène, 


http://rcin.org.pl 


106 LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE GENERALE 


mais oF ... étant nuls, on a 
da, 
ò 


F(a. a) =H = À z, 
formule souvent commode pour calculer H. 

Pour que la surface soit un cylindre, il faut qu'une racine de 
l'équation S = o soit nulle, ce qui exige que le discriminant A de 
la partie homogène fde F soit nulle, mais cela ne suffit pas, parce 
que si A = 0, la surface peut aussi être de seconde classe, il faut 
que F ne dépende que de n — 1 variables, et cela suffit, or ren- 
dons F homogène, formons l'équation en s relative à cette fonc- 
tion rendue homogène, elle sera du degré n + 1, et la forme 
réduite de F ne devra contenir que n carrés ; le discriminant de F 
devra donc être nul, ce discriminant est H, done H =o, A = 0 
sont les condilions nécessaires el suffisantes pour que F = o repré- 
sente un cylindre. 

Si l'on change de notation et si l'on pose 


F==xz dj TC; 


la variable æ, rendant F homogène, se trouvant parmi les x, on 


oH 
aura H = Z ta, ... a, eb A= ——. Or 
0295 
H dH oH (= y 
0299 04 py c 025 dpy Oop 
si donc H = o, A = 0, il reste 
dH 
= 0 
Oop 


de sorte que si la surface F =- o est cylindrique, H et ses mineurs 
seront nuls, mais cela fait trop de conditions (voir § 6). 

Pour que F == o représente deux plans, c'est-à-dire un produit 
de facteurs ou une somme de deux carrés, il faudra que Ti =o et 
que toutes les racines S = o, sauf deux soient nulles, A et tous 
ses mineurs, sauf ceux du 3° degré devront être nuls. 

Pour que F = o représente deux plans parallèles, il faudra que 
toutes les racines de S = o soient nulles sauf une, donc A devra 
être nul ainsi que ses mineurs jusqu'au second degré. 
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I 


Pour que F =o représente deux plans confondus, il faudra 
que F soit un carré, donc H et tous ses mineurs jusqu’à ceux du 
second degré devront être nuls. 

Pour qu'une surface du second degré F = o contienne une 
droite 

M = 24 +=. 05 ALEZ RYC 
il faut que 


F(a’, + ap, Ta + a p ...) =0, 


F 


ou que 


F(e',, z! ...) + 


oF $ oF =n 
° (a, aa, T a, da, ** ) +p? f(a, «+. Qn) = 0, 
ce qui exige que 


oF oF 


B(a',...)=0, a> PRIT ONO Ja ph) 0: 


si le point a’, ... æ', est sur la surface, les deux dernières équa- 
tions fourniront des valeurs pour les a. Il y a donc une infinité de 
droites passant par un point de la surface, comme en éliminant 
les a on a 
f 

(x, — x! ef — = 0, Di Dim) 0, 

(Ti LEA "A o, fa 1) = 0 
on reconnait que les droites sont à l'intersection : 1° du plan tan- 
gent en æ’,, x’, ... 2° du cône f(x, — w, ...) = 0 et de la surface, 


Il n’y a que deux droites passant en ©, æ',.… 


6. Remarques. — Nous venons de voir que la fonction homo- 
gène f = ar, à n variables pouvait être décomposée en n carrés, 
cette décomposition peut évidemment se faire d’une infinité de 
manières, il y a plus, la fonction non homogène F peut se décom- 
poser d'une infinité de manières en n + 1 carrés et ces deux théo- 
rómes n'en font qu'un si, supposant £) = 1, 

n 
F= 2 Oj Li; H (aply + oee Sonn + Aglo) To: 
I 
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1° La décomposition de > a, cr; en n carrés peut se faire d'une 
1 
infinité de manières, puisque si l'on pose 


agen; = (yyy H +1: nEn)? +1. + (an3, + +++ Gann)? 


n(n +1) 


l'identification des deux membres fournira —„—- équations 


entre les n? quantités aij qui seront par suite indéterminées ; 

2° On peut effectuer la décomposition en carrés comme il suit, 
sans qu'il soit nécessaire de résoudre une équation d'ordre supé- 
rieur ; on ordonnera f suivant les puissances de «,, ce qui donnera 


f= Az! + a Bx + C 


Sita o 


2 


B?— AC A 
— - est un polynôme du second degré en æ,, ... æ,, A (z + x) 
B? 


, ; — AC 
est un carré, en procédant sur —4 comme sur fon en 


extraira encore un carré et il restera un polynôme en Sy ... ©, 
que l'on traitera de la même façon, jusqu’à ce qu'il ne reste plus 
qu'un monóme qui sera nécessairement un carré. 

On ne sera arrêté dans ce travail que si l'un des polynómes à 
décomposer ne renfermait que des rectangles des variables et pas 
de terme tel que «*;, voici alors comment on procéderait, soit 

J = Sara; ou a = 0; 
on posera 


I 
P> TE (tale + Mis vee + AynTn) (tail + Anse + + Aann) + € 
12 


le produit qui précède £ contient tous les termes qui dépendent 
de æ, etæ,, en sorte que £ que l’on obtiendra en faisant la diffé- 


rence 


f- - (CHA . .) CH = ++.) 
12 
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ne contiendra plus que «,, ©, ... Ln; c'est d'ailleurs un polynôme 
du second degré qui, en général, contiendra des termes en æ?,, £? 
que l’on décomposera comme plus haut, d'ailleurs si l'on pose 


p 


Ajla F oee LinLy = 7, 
May Cz + ove Sony = Me 


on aura 


XY — =E) bs (= = X 
2 

et l’on voit que l'on pourra toujours décomposer / en n carrés posi- 

tifs, négatifs ou nuls, en appelant ainsi des carrés précédés de 

coefficients positifs, négatifs ou nuls. 

De quelque manière qu'on s'y prenne pour décomposer f en 
n carrés, on trouve toujours le même nombre de carrés positifs, 
négatifs ou nuls. 

Pour que le théoréme soit exact, il faut que tous les carrés 
soient indépendants, c'est-à-dire que la racine de l'un d’eux ne soit 
pas fonction linéaire des racines des autres. 

Supposons en effet que X, ... X, et Y,, ... Yọ étant des fonctions 

linéaires de æ,, ©»... £n On puisse avoir 
(1) A,X, ... + A,X?, =B,Y,* +... B,Y*, 
q > p; les X étant indépendants ainsi que les Y, nous pourrons 
exprimer m, ... ©, en fonction des X et porter leurs valeurs 
dans les Y qui deviendront fonctions de X, ... X, 2, ; 4 Ln, en 
différentiant alors par rapport à ,,,, on trouvera une relation 
linéaire entre les Y ce qui est contraire 4 nos hypothéses, done 
EEI: 

Supposons alors A, ... A, positifs, B,, B} ... B, négatifs, les 
autres À négatifs, les autres B positifs, s'il n’y a pas autant d'A 
que de B positifs, alors r + s ne sera pas égal à p et on peut sup- 
poser r + s < p. Posons alors 


(2) X, = NX = ZO: 


et tirons z, ... ©, , s de là pour les porter dans (1), cette formule 
sera absurde, le premier membre étant négatif, le second positif, à 
moins que 
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ou que 
LT 1— 0... X; = 0, 


ces ćquations seraient des consćquences de (2), il y aurait les rela- 
tions entre les X ou entre les Y. 

Ces remarques permeltent de compléter ce que nous avons dil 
plus haut au sujet des surfaces singulières. Pour que f soit un carré 
il faut et il suffit qu'après avoir fait la décomposition par la mé- 
thode précédente, n — 1 carrćs soient nuls, nous pouvons choisir 
les derniers, qui renferment : le dernier un coefficient, l'avant- 
dernier deux, etc,, donc pour annuler n — 1 carrćs il faudra annu- 


n(n — 1) : f 
ler 1 + 2 ... + n — 1 ou — —„— coefficients, ce qui donne 
n(n — 1) A sea s R 
>; ~ conditions distinctes pour qu'un polynôme homogène à 


n variables ou non homogène à n — 1 variables soit un carré. 
Pour que f soit un produit de 2 facteurs ou une somme de 


à carrés, il faut 1 + 2... +n—1 = "= ies À conditions, 
elc,, etc. 
7. Plans tangents, plans polaires. — Considérons la surface 


du second degré 
f = Zune, + 2 (ae, … + ann) + 9, FO 
dans l’espace à n dimensions, le plan tangent a pour équation 
(1) LIK, S&,) +0. LOS = di 
en posant 


fat 


. 
DT; 


Nous introduirons une variable fictive x, = 1 et alors nous 
ćcrirons 


ZW AR 
A 
J= Hj jC je 
i= 0) = 0 


l'équation (1) prendra alors successivement les formes 


JM + +. Xan = (ira +. — fntn) = 0. 
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et en vertu du théorême des fonctions homogènes, comme 
af = foly re le ey 

et comme x, = X, = r, on aura en ajoutant ces équations 

(2) Xofo + X, fi s + Xn fa = 0. 


Si Fon demande de mener par le point z,, z, ... z, un plan tan- 
gent à la surface, l'équation précédente devra avoir lieu pour 


X, = zo M, = z, ... et le point de contact sera déterminé par I'ćqua- 
tion 

(2) Zofo + z see + Enfn = 0; 

d'ailleurs 


Trend SUSZ: 
Il y aura done une infinité de solutions situées à l'intersection 
de la surface et du plan représenté par (2) dont on peut aussi écrire 
l'équation 


To A (za cn) | p, Yo s: Zn) — 

oz 

“0 

Le plan (2) est ce que l'on appelle le plan polaire du point z,, z, 
+++ Zn, et ce point est dit le pôle du plan (2). 

Il est intéressant de chercher les points qui ont le même plan 


polaire par rapport à deux surfaces du second degré 
t=; gio: 
Pour cela il faut identifier les deux équations 


zo fo == af, «ge Tt cr = 0, 
nt 29; ent Żadn = 0! 


dans lesquelles on peut supposer que les z sont les coordonnées cou- 
rantes et x,. , ... les coordonnées d'un pôle, alors on a pour déter- 
miner ce pôle (ou ces pôles) les équations 


ou en posant ces rapports égaux à À 


(1) to — Jor = 0, sse fn — Agn 20, 
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ou en supposant 


f= Sara, g = Ppa; : 
(aoo — À Boo) To + «+. + (Ton — ABon) Tn = O, 


(1) e r wazy a> "PRADU SSE 
Sh kd Wiwa eee R Le > © Re Tos og 
on en tire 
doo — Ao . ton — Bon 
(2) aso — À Bio tee ain — AB = O0, 
ou 
A => 0. 


Equation du degré n + 1 d'où l’on lire n +1 valeurs qui, portées 
dans (1) donnent n + 1 équations qui se réduisent à n, et font 
connaître n + 1 pôles communs aux surfaces f = o, g = o. 

Nous ferons observer tout d'abord que si l’un des discriminants 
D b doot ..., EE Booba ... est nul, la surface correspondante est 
un cône et le pôle correspondant à la racine nulle est le centre de 
l'autre surface. 

Si les équations (1) ou (1) sont indéterminées c'est-à-dire si les 
mineurs de A sont nuls, on a 


dA oA 


y 


— = — > —— by = 0 
a) Jeepa alo F 0 
et l'équation en À a une racine double ; elle aurait une racine triple 


si tous les mineurs du second ordre de ). étaient nuls etc., on a en 


w Prze Ci 
appelant Tg, T, ... ieS mineurs MR, 


A = 2, (4%, — 1Boo) see + a (2, — Bon) » 
o = Ly (259 KĘ 18,6) toe + Ty (ain — li), 


yo... 


et en diffćrentiant par rapport à À 


A! = \ To (240 > Boo) see ct L'n (on = Bon) 


— Booo — +++ — Bon ta, 
O = L'o (249 — Ao) — +e + E'n (Zin — XBin) 
= Boy se. — Print 
ae NU ML +, PAU ER 
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multipliant ces formules par z,, r,, ... et ajoutant on a 
A'g = 1 A — 3B, aa; 
Si l'équation A = o a une racine double on a 
DE rc; = 0 


ct les æ; dans cette formule ont les mêmes valeurs que dans (1) et 
(1) car les mineurs de A sont, en vertu de ces équations, propor- 
tionnels aux «©. 
Ainsi les équations (1) que l'on peut écrire 
RAŃOZĄ: 
Jo f In =j 
en vertu du théorème des fonctions homogènes, montrent que, un 
pôle est sur la surface g — o, et par suite en vertu des formules 
précédentes, sur la surface f = o; de la proportionnalité des f; et 
des gi, on conclut que les surfaces ont même plan tangent en leur 
pôle commun et ce plan est le plan polaire correspondant. 
POPE: maintenant de trouver une substitution linćaire 
= Co Xo + Oy My vee + ConXny 
k = Cay + Cy A, vee + Cindns 
. . . . . . . . . . . 
qui réduise, si c'est possible, à la fois les formes Ya,yejr, = f et 
£8,,ryr; = g à des sommes de carrés. On devra avoir à la fois pour 


JX + Cor +23 Ci Xo + 0X; ++.) 


g (Coo Xo + Co Xg sees Cza + eX, so) 
des sommes de carrés en X,, X, ... En d'autres termes il faudra 
que 
Jo Coo Cao +++) Cor + fi (Coos Cio +++) Cry +++ = O, 
Jo (Coos Cio +) Coi + GilCogs Cio +-*)Eq +++ = 0, 


puis 
Soo PREECE Sante NA 
g (Coos Cio RA) A = 4055, === O, 
Olc.. 
Launenr, — La Géométrie analytique générale 8 
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ces équations donnent évidemment 


Po 4 
Jo Ji Yn 


Non seulement pour r, = cy, £, = Co, +++ Mais encore pour 
ay = cy, Ty = Ej, «++ Cl. Ce qui montre que les cj sont les sys- 


tèmes de valeurs de æ, z, ... obtenues tout à l'heure pour les points 
ayant les mêmes plans polaires par rapport aux deux surfaces f = o, 
g = o. Les coeficients des carrés des deux formes réduites seront : 


ACCO) et g (Coos +++) Pos ete. 
alors si l’une des formes est 
AX + ... AnX? ns 
l'autre sera 
AX? +... AX? 
Les équations des deux surfaces pourront done s'écrire 
ZA, X, =0, ZĄ,A,X3; = 0, 


et X; sera la distance du point æy, z, ... au plan cyz, + eur, = 0, 
à un facteur constant près. 


Diamètres. — Considérons une surface du second degré 
(1) F (Tis Ty ... Tp) = 0 
coupons-la par un plan 
(2) yy + Ng 11 + Ann + Ay FO 
on obtiendra une variété à n — 2 dimensions 


F (s si Pe ad c = 0 


n 


(3) 


Lire == 200 Xo = 0 


formée d'un cylindre et d'un plan. Ce cylindre a un lieu de centres 


oF oF = A = 


te, Ly \n 
6) = # = (- za) = 6, 
èT CLy Aa 
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qui rencontre le plan (2) en un point qui partage en deux parties 
égales les cordes de la variété (3), le lieu de ces points quand on 
fait varier /., s'obtient en éliminant À, entre (2) et (4), ce qui donne 


dE r oF 1 oF 


1 
À, èæ, Lens An tan 


ce sont les équations d'une droite, qui passe par le centre quand il 
y ena un. Dans le cas ou la surface a pour équation 


Art, A, = 1] 


elle devient 


Elle admet pour diamétral conjugué 
Ar, + „+ ln = 0, 
on lui donne le nom de diamétre conjugé du plan 
Ride ccc eee == 0: 
Considérons n plans 


( Ali + ee Ann + b, = 0, 


(9) ee es ee 
/ Any C; + + AnnTn + bn =O. 

Si l'intersection de n — 1 d’entre eux est une droite conjuguée 
du n°, quel que soit l'ordre dans lequel on considère ces plans, on 
dit que ces plans forment des plans conjugués. S'ils passent par 
le centre, ce sont des plans diamétraux conjugués; enfin leurs 
droites d'intersection sont des diamètres conjugués, les cordes cor- 
respondantes aux diamètres conjugués sont les longueurs de ces 
diamètres. 

Cherchons la condition pour que les plans (5) soient conjugués : 

Considérons la droite intersection des n — 1 derniers plans (5) 
à savoir (en négligeant les b) | 


http://rcin.org.pl 


116 LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE GENERALE 
en posant 

A= > + Alg +++ Anne 
le diamétral conjugué de cette droite est 


oF DA dF dA 4 


— +. =O 


ou, en posant F = Zwyc, 


oA 
Gr: + MQ, ++.) a. Tri SB 
it 


ou 


MZ E oA E dA (RNA Suh py? 
1 11 x dą ca, E =e Tą (as day, ... soe = 0; 


pour que ce plan soit paralléle au premier plan (5), il faut que 


l 


si Ja surface a la forme 


(6) A,x!, stn occ os =H, 
ona 
oA vA 
"wk 2 
RENE. 
ay dia 3 
ou 
dA ay dA dy 


zp kj MA, CN 


on en déduit en multipliant ces rapports haut et bas respective- 
ment par a,,, a,, ... et en ajoutant 


I 1 
mn rois. 23.0 
A, 11 21 A, 12°32 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE VIII. — SURFACES DU SECOND DEGRE 117 


et en général pour que les plans (5) soient conjugués 


CT 


(7) À 


dix ją = 
eo +. =O. l . 
ZM zd 


Supposons, ce qui est permis, les b ćgaux A zćro. On sait que 


: dA A 
les aj sont proportionnels aux „— en sorte que les relations (7) 
ij . 


peuvent aussi s'écrire 


s A 0A I x 


A llik DA jk A, 
et les équations des diamètres conjugués seront 


T T, 
1 Poe | 
= soe = Pi 


AA Aiz 


les ¢ de leurs points d'intersection avec la surface seront donnés 
par la formule 


(8) R 58 SAN Marii" 


: a’; a: 
2, = ay (a aÈ AE -.) 


Les formules (7) et (8) sont celles qui définissent une substitu- 


tion orthogonale, si l'on pose C;; = on aura donc 


Beis 
vA," 
A, + Ay... + An = pt, + pla ce + Pine 


Les axes d'une surface de second degré sont les diamètres conju- 
gués des plans principaux. Si donc »,, y, ... est une direction 
principale, les équations d'un axe seront 


8 SR me 
(8) VAL "AVR: 


(9) à CRT DTA 
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pour avoir les axes, il suffira donc d'éliminer les y entre ces équa- 
tions et (8) ce qui donnera 


Si la surface était rapportée à son centre, les axes seraient les 
droites 
Ly 


Yn 


et si les v étaient inconnus, on aurait les équations des axes en éli- 
minant les v entre ces équations et (9), ce qui donnerait 


Pasea 


Jr T. > z 
T, OT; Ty T 


Disors enfin que les sommets d'une surface de second degrć 


sont les points réels ou imaginaires où la surface rencontre ses 
axes. 


10. Sur les substitutions linéaires qui laissent une fonc- 
tion homogéne du second degré invariante. — Considérons 
les formules 

Vi ty = Cafi + Cry fy ve + Cinfns 
(1) CA Pele: sek SM tee A 


Ja — Ir = tm fA ug Cn fa eee + Cnn fn» 


dans lesquelles on suppose 


y = — Cu Cu = Ò; 
F; = ed Y a; jx;x;, 
$ 2 CE ik deat 


les a et les c désignant des quantités indépendantes des æ et 
Si = Fi (2, + Yis La + Ya ce En + Yn)» 


multiplions les équations (1) respectivement par fi, fa ... fa et 
ajoutons les résultats ainsi obtenus, nous aurons 


Yi =a) + (7 — Ty) fa ee + Yn — En) fn z 
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ou 
(y, — 2,) Say; (aj + 75) + (Ya — 72) Fay (©; HY) + + 
Gu = xy) Za, (x; + Yi) =Q 
ce qui peut s'écrire 
za, (yy; — ciej) + Za; (ey; — Yi) = 0, 
ou 
Za; yy; = Lajjpeix;, 

Il résulte de là que si l’on résout les équations (1) par rapport 
aux y par exemple, on aura une substitution linéaire, telle que si 
l'on y remplace les y par leurs valeurs en æ dans Xa;y,y;, cette fonc- 
tion deviendra arr. 

Il importe de remarquer que la substitution la plus générale qui 
transforme ainsi une fonction du second degré en une autre doit 


n(n=1 ` 0 
renfermer n(a= 1) paramètres, c est celle que nous venons de 
1 


donner ; elle a de remarquable que ses coeflicients sont rationnels 
et à coefficients ralionnels par rapport aux a;,. 

Nous ferons enfin observer qu’aux substitutions que nous venons 
de faire connaître il faudrait encore adjoindre celles que l'on obtien- 
drait en changeant ies signes de quelques y. 

Quand on connait une substitution linéaire qui change £a;yy, 
en Yb, rr), il sera facile d'en déduire toutes les autres en effectuant 
après celle-ci une substitution qui n'alttre pas £byer,e,, ou avant, une 
substitution qui n’allére pas Zazyy;. 

Enfin les substitutions que nous venons de considérer ont évi- 
demment pour déterminant + 1. 
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QUELQUES LIEUX GEOMETRIQUES — THEOREMES 


4° Lieux de centres, etc. — Trouver le lieu des centres des sur- 
faces du second degré d'axes de grandeur constante touchant n 
plans rectangulaires. 

Cherchons d'abord la condition pour que la surface 

Esx? — I=0 
touche le plan 
Pili + «+. Pala — k= 0 
à cet effet, identifions cette équation avec celle d'un plan tangent 
of 


(i — Ji) = +... =090 
1 


ou 
(zy — Yı) SV eee (En—Yn) SnYn = O 


ou encore, en observant que s,y?, + ... = 


. = o 
STY; -t ST a) 9 == „Zle 
nous aurons 
37 — 823 po I 
P, Pa h 


ou 
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et portant ces valeurs dans Es,y? = 1 
2 2 
P's + Ps w= 
1 53 
ce qui montre que si une surface du second degré à centre touche 
un plan, le carré de la distance h* du centre à ce plan, est 


r 


Wa. sisal 
égale à la somme des quantités - ou des carrés des demi-axes, 
s 


multipliés par les cosinus p des angles que les axes font avec la 
normale au plan. 

Prenons alors pour plans donnćs les plans de coordonnćes, et 
exprimons qu'ils touchent la surface de demi-axes a,, a, ... an, 
nous aurons en appelant z,r, ..., les coordonnées du centre 


03 == Did 025 Pad, 
mais les p; sont les cosinus directeurs de plans rectangulaires, 
donc £pypu = o, sauf sik = let alors £p = 1, en ajoutant les 
ćquations (1) on a 
0%, +. MS ZE 0" sde, 

ce qui montre que le lizu demandé est une sphère dont le centre 
est au point de croisement des plans. 

Corottaine. — Le lieu des points de concours de n plans rec- 
tangulaires tangents à une surface du second degré à centre est une 
sphere. 


adi? | 


Q n(n I 
Lieu des centres des surfaces du 2° ordre touchant CE 


plans. 
Soient a, ... a, les demi-axe8 a,, ... Gin} a, ... Gz, ; -.. leurs 
cosinus directeurs, la condition de contact avec un plan 


hy + aye, + uit, ... + Unity = 0 ou X; = 0 
est, en appelant x, ... x, les coordonnées du centre 
a?, (asus, + au, ...)? + à, (au, +.) = XY 


l'élimination des aet des 4 donnerait le lieu. Mais on peut arriver 
autrement au résultat, 
Pour que 
(2 a) ZG 
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touche le plan 
UT, + .,: UnEn + Up = O 


il faut que l’on puisse identifier cette équation avec celle d'un plan 
tangent, 


D | - oF oF 
X io hy > AT) pe 
or: Ba 1 dr 
ou que 
oF 
s ` ee 
1 oF FPK) JAZZ 
DZY ar UC TR uw 


ou en égalant ces rapports à À et rendant F homogène 


1 wa oF 
= =... = = X ty 
or, Ty 


ou 


supposant F == La; a,x, 


I 


Auti ee + AT, — Ady 


I 


. . . . . . . . 


éliminant À et les © entre ces équations et F = o ou celle du plan, 


ona i 
Ago dy, -++ Aon Uo 
(1) io Ay, see Ain Uy Z 
Up U; ..- Uzi O 
On aura mz" — 1 ćqualions analogues ou u,,u, ... devront 


être remplacés par u,; ... un; et i par 1, 2, 8 ... d'un autre côté 
en appelant <x, .., ©, les coordonnées du centre, on a 


oF oF 
— = Le ——=0 
on, En 
ou 

aji, + AjnTn + Go = 0, 
d'où l'on tire 


(A) ie OL 


Ay, 
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en posant 
Hs 
Y dH 
A=zZ=aq, ove Ann == —— 
00 
et (1) devient 
I 
Zuu; — = 0 
ai; 


Si entre les équations obtenues en remplaçant u; par u, us... et I 
par 1, », 3 ... et les équations (A) on élimine les a,,, ou ce 
. : a all . : 
qui revient au meme les ——, on a une équation du premier 


CUG; 
degré en x,,x,, ... £a. Le lieu cherché est donc un plan. 


Trouver le lieu des pôles des plans normaux à une surface du 
second degré 


ENZO 


en un même point a, „a, .., a, de celle surface. 
Les équations de la normale en a,,a, ... a, sont 


un plan normal est un plan qui passe par la normale, il aura donc 
pour équation 


(1) (x, = 4) A, Tr (En — an) Ar = 0, 
et l’on devra avoir | 
W 
(2) A, + + An D =0 
pour avoir le pôle d'un plan 
UT, + 4. Ugly + Uy =O, 


il faut identifier l’équation de ce plan avec celle du plan polaire de 
Zi, Gy à Savoir 


Yo M of _ 
Tı A ra, oz, ... + Ty <i 
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ce qui donne 


of Y 


OE So. 


u, 


Le póle du plan (1) sera donc donnć par les formules : 


(3) af tae of : (— Aya, — Aya, ...). 


dz 
Pour avoir le lieu, il faudra ćliminer A,, A, ... entre (2) et (3). 

2 2 
On simplifiera en prenant f = p +. w — 1 alors (2) et (3) 


donnent : 


Al A,B 
CE ee ek 
Ss. o = 
e dy: 


on a donc pour ćquations du lieu 


a a 
\a 4 FE, Un 0, 


| UT de CHCH A SZ 
t l 
1 2 


2. Sur une propriété des surfaces. — Considérons une surface 
de degré p 
(1) fla; "sees ©) == 0, 
le nombre total des coefficients de f est 


;—(P+n)! 


nip!’ 

et si l’un deux est a, On pourra mettre l'équation / = 0 sous 
RZE 

la forme 


Za, B... 2,70," ... — 0, 
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si l'on exprime que la surface en question contient y — r points 
on aura y — 1 équations de la forme 


$ 
Za; 8... y ns 6: 


si l’on élimine les a on aura 


RAB Taf Ree ave 
ft e y,72,° ET 
5,0) cee We UR 
le déterminant qui figure dans cette formule ay lignes et y colonnes. 
Soient big, Czę... . les coefficients de y surfaces du degré p 
multiplions les deux membres de (2) par le déterminant 


et appelons g,, Ja ... g, les premiers membres des équations des 
surfaces en question ass Jia *** Iv ce que deviennent ces premiers 


membres pour 2, = Yı, ©; = Yo 11. $ Joys Jaa +. CC qu'ils devien- 


nent pour ©, = zy, x, = Z,... et nous aurons 
AC WOW AJ 
(3) Ju Jia ++ Jiv = 0; 


Ja Jaa *** Jav 


et cette formule sera l'une des formes que peut affecter l'équation 
f(a, ... æ,) = 0. Or rien n’empéche de supposer 


gi = (EN Fe ace Aint" sis Rio)”. 


les À étant des constantes, l'équation \/g, = o représentera alors 
un plan et nous supposerons que ži, À, ... sont ses cosinus direc- 
teurs. L'équation (3) exprime alors que toute surface f= o du 
degré p est le lieu des points tels que les puissances p de leurs dis- 
tances à v plans, fixes, sont liées entre elles par une équation linéaire 
el homogène. 
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Ce théorème peut prendre une autre forme, et l'on peut dire que 
pour que » points soient sur une surface du degré p, ils faut et il 
suffit qu'il existe une relation de la forme (3) ou même de la 
forme (2). 

La relation (2) aura lieu entre y points ©, ...; Yi +. 3 Zy ++. et 
l'on a pour des valeurs des p. 


page ee) + 90 2.) + pags ee) = 0 
quelle que soit la fonction g, car alors on aura 


Py + Pag eee = o, 
Hits A HoVg ++... ZO, 


et par suite on en déduira (2). On peut done dire que si y points 
sont sur une surface de degré p, il existera une relation linéaire et 
homogène entre les quantités g (©,.,), g (Yı .,.) quelle que soit la sur- 
face g et si l'on a 


g = (its + ce Anty + ho)! 


On pourra dire que, pour que v points soient sur une surface de 
degré p, il faut et il suffit qu'il existe une relation linéaire et homo- 
gène entre les puissances p des distances de ces points à un plan arbi- 
traire. 

Ces théorèmes ont évidemment des corrélatifs que l'on démon- 
trerait en supposant que æ,, ©, .. 
et que nous nous dispenserons d'ćnoncer. 


. sont des coordonnées tangenticlles 


3. Condition de contact avec une droite. — Pour que la 
droite 
(G) dima + Bo, Un = on + Bad 
touche la surface / = o, il faut que l'équation en p 
Slr + Byes see on + Pp) = 0 


ait une racine double ou que l'on ait en même temps 


Bah. Me. + po. 


on, 
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Si l’on a f —2 =. xxj les deux équations en question prendront 
a 


la forme 
n è DA 
Gay 22:23) +(B, of «BR af, + p?o(B, ... Bn) =o 
Y désignant l'ensemble du second degré de f 


Bi fila, + Bas +) + Baie + Bip +.) + == 0 


formule ou f; = 3f „II suffit d'exprimer que la première a une ra- 


cine double, ou de poser : 


2 
(1) (e. vl + 8 of st Bp a fes a. In) (8, Bg ees Ba) =Q 
cette équation, quand on y considère les y comme des coordonnées 
courantes, est l'équation d'un cylindre dont les génératrices tou- 
chent la surface et ont la direction f,, 5, ... fn. 

Le cône circonscrit qui a pour sommet a, 2, ... s'obliendra 
en éliminant les Get ¢ entre l'équation qui exprime le contact et 
les équations (G) de sa génératrice. S'il s'agit de la surface 


Saiææ) = 0, il faudra éliminer les 5 et p entre (G) et (1), ce qui 
donnera 
- 2 
) oF 1° 
(x, —2, N + (0, — 2) = sf 


—- hf (aa, ++.) 9 (©, — 2), i, ...) =O, 


ou en observant que 


a, à «tn of + % Z | à 
ona 
EE TN 
ou 


(« z az z): — Af (a...) (z: L.) PE 


— 4 fia, ++.) 9 (©, == 2, ...) 50 
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ou 
(z, A + Xp i.) — Af (24 ) 
|- of RE +e{—2) | =D 
Or 


Ja) =f G + z,—a, HO (a, —2, ...) + (2, —a,) 57 T 
+ / (4, e) = o (2,—2,,...) + a, af SR to p af —f ae) 
1 
on a donc l'équation du cône 


(x o +T, 2) - 5 Lier Gy ves Ge) FG r My) EO. 


l Dz, 


4. Théorème de Chasles. — Voici un théorème découvert par 
Chasles, et qui mérite d'être signalé, parce que l'illustre géo- 
mètre pensait qu'il ne pouvait pas être établi par l'analyse ; 
Liouville cependant y est parvenu ; mais, il lui a fallu pour 
cela inventer une méthode spéciale d'élimination. Or ce théorème 
de Chasles (Théorème qu'il ne pouvait pas étendre à l'espace à n 
dimensions), est, comme on va le voir, très facile à démontrer et à 
généraliser, voici en quoi il consiste : 

Soit 
(1) PZG: +70) = 0 


une surface algébrique, f désignant un polynôme entier d'un degré 
quelconque, si on lui mène des plans tangents parallèles à une 
direction, l,, l, .-. lp, le centre de gravité des points de contact restera 
fixe quand on fera varier l,, l, ... ln. 

Les points de contact sont donnés par la formule (1) et les 
suivantes 


Oe PE cen ee 


: 
z 1 
Cr, or, Th 


ou en posant 
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par les équations 


(2) f=ofihe=o..h>1=0 
oli s est une inconnue auxiliaire. Différentions ces équations en 


considérant les æ et s comme des fonctions de 1, ... la, nous aurons 


À dx i+ fdz AC + fn dz, = 0, 
(3) Ju dr, + fis de, - "APO ds — s dl, = 0, 


fa de, NĄ dx, ... + wk HUE ds —s des 


posons 


o 


Ji Ss vo fn 
Jafa ++. fin ka, li 


tn Jm stp 1 ZE a 


nous tirerons de (3) 


, za: o). 
(4) dz, = p (d, > yf, + dh p 
Or, si f est au moins du 2° degré, les s à seront de degré infé- 


ofi 
rieur à D, et en vertu du théorème de ee Xdx, sera nul, et 
il en sera de même de Xdx, Xdx, donc Xx,, Sx, ... seront 
constants, c'est-à-dire indépendants de la direction /,, l... In» ce 
qui démontre le théorème de Chasles. 

Généralisons : supposons / au moins du 3° dégré, on déduira 


de (4) 
oD 
do = oat B (a 7,7 ak 
arden + aids, = (A +2.) + 53 (Ah, e) 


oD He Ą 
alors =- sx, sera de degré inférieur à D, et l'on aura 


ii 
Zoda, =0, X(a,dxr, + x,dr,) = 0 ou dEx,x, = 0; 
donc Za*,, £ x æ, seront constants, c’est-à-dire indépendants de l'o- 


rientation /,, 1,.../„, il en sera de même de Za, + Zał, +2 Zur 
c'est-à-dire que 


2 


Lavnesr. — La Géométrie analytique générale 9 
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La somme des carrés des cordes joignant les points de contact 
deux à deux sera constante. 

Il en sera de même de la somme des moments d'inertie polaires 
des points de contact. 

Si f est au moins du 4° degré, on verra de même que la somme 
des cubes construits sur les cordes qui joignent deux à deux les 
points de contact est constante, etc. 

On voit aussi comment on pourrait généraliser d'une autre 
manière, en remplaçant les plans tangents par d’autres surfaces 
tangentes, etc. En sorte que le théorème de Chasles n'est que le pre- 
mier d'une foule de théorèmes analogues, qui ne sont que des cas 
particuliers du théorème d' Abel et de Jacobi. 


"D 
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LES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES 


1. Géométrie de Riemann. — Nous allons étudier la géométrie 
sur I'hypersphere 


(1) a, + a, + sM, mt ZN 


de rayon R. Les coordonnćes d'un point, au nombre de 4 sont tou- 
jours lićes par la relation (1). En rćalitć elles seront au nombre de 
trois distinctes. 

Un déplacement sans changement de forme sera une substitution 
orthogonale et homogéne, entre les 4 coordonnées de chacun des 
points d'une figure. Il y aura alors un invariant s? + x? 
+ 23%, + 0%, = Het un autre invariant 


2 


1)? 


(z, — 2) + (c, — a) + (2, — ©)? + (1, — 2, 
que l'on pourra remplacer par «,2', + xx, + eye’, + xx. 

Toute équation homogène en +,, æ, «,, z, et du premier degré 
représentera ce que nous appellercns un plan, Deux équations 
linéaires et homogènes représenteront une droite. 

Si on résout les équations d'une droite par rapport à deux 
des coordonnées, celles-ci se présenteront comme fonctions liné- 
aires et homogènes, des deux autres, et si l’on exprime celles-ci en 
fonction linéaires, et homogènes de deux paramètres, u, v les équa- 
tions d’une droite quelconque se présenteront sous la forme 


2, = au + Lu, ... c, = au + lv. 
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Il sera commode de poser u = p cos 9, v =p sing, et alors 
x, = p (a, cos 9 + l, sin 9)... 
or pour g =o +, =a,p cosg,... ainsi a,p cos 4 ... et lp sing. . 


sont les coordonnées d'un point de la droite donc g*Za,* cos? ę = Rè, 
g*ELŻ sin? o = R? et comme Sg; doit aussi être égal à R”, on aura 


R? = ao cos? ọ + 2 Bailia? sin ọ cos g + El? sin? 9 ; 

il faudra que g2Zajl; sin 9 cos y = o et cela quel que soit 9; donc 
on peut supposer = 1 et 

Zaż =R*, Ial =o, Zi = Ri, 
et les ćquations de la droite seront 
(2) dy = 4 cos? + lysin g, x, =. 

La longueur d'un arc de courbe sera l'intégrale 
ETS 

prise entre deux limites caractérisant les extrémités de l'arc, la 
longueur de la droite (2) prise entre des limites définies par les 


paramètres 4, et 7, sera 


J'VE (a sin ę — Lcos 4)? dẹ = JA Rdę = R(ę, — 9). 


R (9, — 9) sera la distance des points extrémités de la droite qui 
les joint. 
L'angle A de deux lignes en un point 2,, £a, ©,, ©, commun à 
ces lignes est donnć par la formule 
— de, dz, : de da, | dx, do, dó, dm, 
Oo A= ady * dod” de dé ep ome 


s et s” désignant les éléments des arcs au point commun. 
Si l’on considère la droite (2) et la droite 
(3) x, =a, cos 4! + I’, sin ę', ... 
qui passent en ay, a», As, a,, leur angle V est donné par la for— 
mule 
cos V = e:' [£a* sin @ sin ọ' + Zal, cos 9’ sin ę 
+ Sail; cos o sin g' + El;l'; cos g' cos o], 
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. ò dz! 
formule où : = =, d= i OE s= Re, s: = Rg’, on a donc en 
posant 9=0, g! = 0. 


cos V — R ll. 

Pour l, = U',, l, = l, ... cos V == 1, car 2l? = R?, et les droites 
sont confondues, si El’; = o, cos V = 7, et les droites sont per- 
pendiculaires l’une sur l’autre. 

Si nous éliminons les /' et g' entre (3), Ell’; = o et 2l? = R? ; 
nous aurons le lieu des droites perpendiculaires 4 une autre en un 


point donné. Or on a 


6 TE a’; cos 9! 
I sin g 

donc 
R? sin? g = D(x; — a; cosę')?,  El;(z; — a cos ge!) = 0. 


De la dernière on tire 

ra; 
cos of = > 
? Sail,” 


et le lieu cherché a pour équation 


rr PO PAL 
R? |: — (z) | ZB (x — di Sc) . 


c'est-à-dire 
zle)? R Er; 
R? — (sai) (R? — Ea) = zaj? — 22 at; Sal,’ 
en observant que Za? = R, 2e? = R, il reste 


Sa; lit, = 0; 


équation qui se décompose en Sar; = 0 et Elix; = 0, OF le lieu 
doit passer en a,, a, ... et Yaa; = 0 n’y passe pas, donc le lieu 
cherché est le plan Ec; = o, dit perpendiculaire à la droite (1). 

Cherchons maintenant l'équation de la droite passant par les 
points y,, Yas Yas Yi Cb zy, 24, 2,, z,» appelons a la distance de ces 
deux points ; ses équations seront 


X, = y, cos ę + 2’, sin 9, o.» 
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et on devra avoir 
1 z 7 gł 
2%, = y, cos 9’ + 2’, sing’, ..., 
ou en éliminant z, z, ... 


X, sin +’ — z, sing = y, sin (9! — 9), ... 


ou 
y, sin (o' — ¢) + z, sing 
M re ÓW O 
sin © 
or 
CEA LR 


donc on a pour les équations de la droite 


i (R -- ) sin © 
; EAT DEA Ak 
(4) A, = eo UW — y s. 
Ir R 
La longueur de la droite 


X, =a, cos © + 1, sin 9, ... 
est donnée par la formule R cos (9, — 9,), or aux arguments 


% et 9, correspondent les points 


! " 


x’, =a, COS 9, + l, sin go, ... et <2, = a, cos », +-1, sin 9, ... 


et l'on a 
Ex',a", = Zaj? cos ©, cos g, + ZI? sin ę, sin 2, 
+ 2 Sail (sin 9, cos g, + cos 4, sin $,), 
ou 


La’ x", = R? cos (o, — 9) + 2 Sail, sin (9, + 9): 
mais Xa;l; est nul, donc 
zr", = R? cos (9, — 2). 


ce qui fournit la distance ou le cosinus de la distance de deux 
points en fonction de leurs coordonnées. 

Revenons à l'équation (4) de la droite qui passe par les points 
M +.» 2; +». Considérons une autre droite 
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passant par z, ... et x, .., la distance de ces points étant b, l'angle C 
des droites (4) et (5) sera donné par la formule 


tre vrcos (R—+) is al cos = ead | 


sin R sin A 


ou l'on devra faire 
— a Y = b 
2 = R” p = R’ 


on aura alors 
R? cos C sin % si o Lay; + Zzj? cos L cos % 
os G sin p SN p = Ze Zz; R R 
b a 
en M — Sat , 

Zy,ż, cos R Liz; COS R 
c'est-à-dire 
5 Ae Ue pee ię a CPS PL b 
R? cos C sin RS" RZE R? cos R + R*cos RSR —? R? cos RoR? 

ou enfin 
PoE PEEK b RL b 
SR 008 R 005 R TF cos C sing sin R: 
C'est la relation qui existe entre les angles et les côtés d'un 


triangle ; de celte formule et de ses analogues 


a 
cos 


R= cos k cos A -+ cos A sin A sin + 


bo B a 
cos R = COs R cos R —+ COS sin R sin R’ 


on tire toutes les formules de la trigonométrie sphérique. 


2. Espaces Hyperboliques. Géométrie de Bolyai. — Pla- 
cons nous dans l'espace hyperbolique, dans lequel les coordonnées 
©; ... & dun A sont lićes entre elles par la relation 


+ 2%, + zt, — gł, = R, 
et pour abréger posons 


NL 
% Hd + 1, — a, = Vy, 
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on pourra écrire 
Zaj? = R2, 


Le déplacement sans changement de forme, sera la substitution 
linéaire 


Ti = AY, + Ge +. AY, (UI = 1, 2, 3, 4) 
dans laquelle on aura 
2'djyAiq = O, x 


alors on aura 


Toute équation homogène et du premier degré en 2,, £y, £y, r, 
représentera un plan, deux équations linéaires homogènes repré- 
senteront une droite. 


Les équations d'une droite seront alors de la forme 
c, = au + by, ... 


ou plus élégamment (en suivant une analyse semblable à celle que 
nous avons développée au $ précédent) 


(1) w, = 0, cos hę + b, sin hę, ... 
la longueur de I'arc de courbe sera 
JITE, 
et la longueur de l'arc de droite (1) sera 
R(ọ, — 5): 


l'angle A de deux lignes se rencontrant en x, z,, z,, æ,, sera donné 
par la formule de définition 


dx; dx; 


cos À = 2-1 
ds ds! 


s et s” désignant les longueurs des arcs au point commun ; l'angle V 
de deux droites 


(2) x, = a, cos họ + b, sin họ, ... 
wy =a, cos hz! + b', sin he’, 
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au point a,, a, ... est donné par la formule 


I pz 
cos es bb';, 


et le plan perpendiculaire en a,, a, ... à la droite (2) est 
Xba: = ©. 


la droite qui passe par les points z,, æ, ... et y,, y, … et dont la lon- 
gueur est c a pour équations 
x, sin a(i — e) + y, sinho 
xX, = —— |, … 
Eg 
mę 


et en copiant pour ainsi dire l'analyse du $ précédent, on trouve 
entre les angles et les côtés d'un triangle ABC les relations 


cos hp == cos h k cos kę + sin kę sin he cos A, 


cos h : = cos hp cos hę + sin hy sin hh cos B, 


a 


c a b . . b ` 
cos hy, = cos h cos hy + sin hp sin hr cos C, 


R R i 


et en général toutes les formules de la trigonométrie sphérique ou 
on change a en ay — 1,benby—retcency —1. 


3. L'horisphere. — Placons-nous dans un espace hyperbolique, 
soit 
A,X, + A,X, + A,X, + A,X, = 0: 
l'équation d'un plan, par un point a,, a}, a,, a, du plan menons 
une perpendiculaire de longueur / 4 ce plan, elle aura pour ćqua- 
tions 


X, = q, cos he + b, sin họ, ... 
l 
pour » = 0, ona X, =a,,... pours = pg: ona 


X, = a cos M = b, sin + “ae 


A 
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et pour que la droite soit perpendiculaire au plan, il faut que 


bin Oe Koc 
A, De A, pa A, a A, Fr VYA? 


Les coordonnées du point situé sur la perpendiculaire en a, a, ... 
menée au plan et à la distance / de ce point seront 


hl RA, 


X, == aq, cos Rt SAT" 


ćliminant les a entre ces ćquations et 
Aa, + A,a, + Aja, — A,a, = O, 
on a l'équation de I'horisphere. 
z (X; Szk 
R 


c'est une équation non homogène du 1° degré, mais qu'il est facile 
de rendre homogène, en l'écrivant ainsi 


RA; VX, + x, 33 me nr 3 2 Ay = 0 
res 


v(x WAA R 
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La géométrie Euclidienne correspondant au cas où R = +, 
dans les deux géométries que nous venons de considérer, pourrait 
s'appeler géométrie parabolique. 

En géométrie sphérique, dans un triangle ABC qui a un angle 
droit B, on déduit de la formule 

cos A = cos B cos © + sin B sin C cos R 


la suivante 


. a 
cos A — sin C cos Ró 


ORE À Ai : 
cos p sin C peut être pris égal a 1 et même plus petit que r; une 


droite perpendiculaire à une droite peut rencontrer une autre per- 
pendiculaire à cette droite. Au contraire en géométrie hyperbolique, 
dans le triangle rectangle en B. on a 


z a 
cos À = sin C cos h RÓ 


et sin C cosh R doit être inférieur ou au plus égal à 1, pour que A 


. , T . . 
soit réel; done G < >. Non seulement deux perpendiculaires ne se 


rencontrent pas, mais bien des obliques ne rencontrent pas la per- 
pendiculaire située dans le méme plan, le plus petit angle 2p 
donné par la formule 


F cos p = 


cos h £ 
R 


est l'angle de parallélisme ; il dépend de la nature de l'espace ca- 
ractérisé par la constante R, et il dépend aussi de la distance a qui 
sépare la perpendiculaire du point par lequel on mène Poblique. 


http://rcin.org.pl 


140 LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE GÉNÉRALE 


Le postulatum d'Euclide, au fond, suppose qu'un déplacement 
est une substitution orthogonale. 

La géométrie sphérique ou de Riemann, suppose le déplacement 
défini par des formules telles que 


J ! 
Ty = lg + ... dy, T 4 
(1) 
Ly = Guy ... + dyT'n, 


avec les relations 

14 + 2%, + 2, + 2, =R3; 
la géométrie hyperbolique suppose 

xv, + 2, + 2, — a, = Re. 
les formules (1) ne sont plus orthogonales et l’on a 


a? + a,? + Qi? — a? = 1, 


Qj (Ay; + Aziaj + Agia — AGA, j = O. 


Les formules de la géométrie Euclidienne sont homogènes par 
rapport aux lignes, quand l'unité ne joue aucun rôle dans ces for- 
mules, C’est là un fait qui est incontestable, et qui résulte de ce 
que les formules fondamentales sont homogènes ; mais on a cru 
démontrer cette homogćnćtć à priori, et sans s'appuyer sur aucune 
considération tirée des théorèmes de la géométrie. Or le principe 
d'homogćnćtć, s'il était vrai, servirait à démontrer le postulatum 
d Euclide, car, dans un triangle, un angle est fonction d'un côté 
et des deux autres angles ; puisque, un triangle est déterminé quand 
on donne un côté a et les angles adjacents B et C, donc en appelant 
A le 3° angle, on aurait A = ¢(a,B,C), d'ou a doit disparaître, en 
vertu de 'homogćnćtć ; donc A = #(B,C), et dans un triangle rec- 


tangle, si B = =, A est déterminé quand C l'est, car la fonction 9 


et son inverse n'ont qu'une valeur. Il n'est pas difficile alors, en 
décomposant un triangle en deux triangles rectangles, au moyen 
d'une hauteur, de voir sur cette figure, que A + B + C = z. 

D'ailleurs les formules de la trigonométrie sphérique et hyper- 
bolique ne sont pas homogènes. 
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4. L'espace homographique. — Nous allons édifier un nou- 
veau type de géométrie, mais auparavant, il est nécessaire de dire 
ce que l'on entend par un groupe de substitutions, considérons 
une substitution 
(1) Yi = i (Lis Ba +. Ln) 

i= PRET, 


Supposons que les fonctions 9 renferment outre les variables 
©, ... Ln, des paramètres variables, comme les substitutions ortho- 
gonales, voir même des fonctions arbitraires, la substitution (1) en 
représentera en réalité une infinité, et ces substitutions formeront 
un groupe, si en effectuant deux substitulions quelconques de cet 
ensemble successivement, on obtient une nouvelle substitution de 
cet ensemble, et si de plus, les substitutions obtenues en résolvant 
les équations (1) font encore partie de l'ensemble, Enfin pour cer- 
taines valeurs de paramètres, on doit avoir o; = m; Les substitu- 
tions orthogonales sont un exemple de substitutions formant un 
groupe. 

Les déplacements dans l'espace ordinaire Euclidien et a trois 
dimensions que l'homme a créé, pour expliquer et coordonner ses 
sensations, forment un groupe; mais en réalité les déplacements 
forment-ils un groupe? Les objets sensibles, peuvent-ils pren- 
dre deux fois ia même place? il semble que oui, mais cela n’est pas 
sûr. Or ce qui fait que l'étude de la géométrie est intéressante, 
c'est précisément parce que nous admettons la notion d'égalité des 
figures, notion qui n'existe que parce que nous admettons que les 
déplacements forment un groupe. 

Les diverses géométries que l'on peut édifier sont donc au fond 
l'étude des groupes de substitutions et de leurs invariants, et par 
invariants nous entendons tout ce qui subsiste quand on fait les 
substitutions du groupe que l'on considère. 

Un groupe important, le premier de ceux qui a été étudié, est 
le groupe linéaire, il donne lieu à la considération de l'espace ho- 
mographique, les formules 
(1) s Ay + ty +1. + Anity ; 

` gg Ayo, 1:2 + Anon 
(= IZ M] 
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où les a; sont des paramètres indépendants des æ; qui définiront 
maintenant les déplacements sans changement de forme. Une équa- 
tion de premier degré 


AT, + Aga, ... + Anta + Ay = 0 


représentera toujours ce que nous appellerons un plan, n — 1 
équations du premier degré ou des équations de la forme 


(2) LT, = ap + fi; es. Ly = 372 + Bn, 


où les g et les E sont constants et 5 variable, représenteront tou- 
jours une droite. 

Un déplacement, évidemment, n’altére pas le degré d'une équa- 
tion, une droite, un plan déplacés sont encore une droite, un plan. 
Mais la notion de distance n'existe plus en général, pas plus que la 
notion d'angle, deux points n’ont pas en général d'invariant. 

Quatre points 


ont un invariant quand ils sont en ligne droite; cet invariant, que 
l'on appelle leur rapport anharmonique, est donné par les formules 
z) (a) 


gi) — gd 5 c) — a) 


FAQ) — ri 


` 


ou i peut être à volonté égal à 1, 2, ... n. Pour le démontrer, il 
suffit de mettre les équations de la droite contenant ces points sous 
la forme (2), d'y changer (,, £., Bs, 5, et æ en y, ce qui donne 


PAU = 2404 + Pi ... p = 24,04 + Bn 


. . . . . . . . . 


de faire la substitution (1) ce qui donne 


0) 3 (1) 

Ayi + it eee + Anil 

est | od = O = np + Bi …… 
gg F Loi s wee + AnpTn ’ 


pour constater que 


i 60 410 z) 


29 — 2,4 Dm MA P—M 
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Il y a des points que toute substitution linéaire laisse invariants, 
on les obtient en faisant dans (1) 


‘Sty Ya = Ly eee 
ce qui donne 


\ 


(aoo + os + ...) Ti = Agi + ils + ++. 


ces équations sont du deuxième degré en x, £n, on peut les mettre 
sous la forme 


Agi + daty Hs ES UM aa Ay gk tee 
Ti I 


ou en les rendant homogènes et en supposant x, = 1 


Agito + Qui > +22 — Mo sk My ol afr JE 
Ti “ Ty 


ou enfin 


Agio + Ait ... H Ay, = ST 


(t ==, art) 
l'élimination des æ donne une équation du degré n + 1 en s. 


Aoo 77 S+ Aio +++ dno 
di dirt qu | =6. 


à chacune des racines de cette équation correspondra un système de 
valeurs des æ. Il y aura donc n + 1 points invariants et par suite 
des droites invariantes joignant les points invariants, etc. 
Bien entendu, ces conclusions sont soumises A des restrictions. 
Maintenant nous allons diminuer Ja généralité de nos conclu- 
sions pour obtenir des résultats plus conformes à l’idée que nous 
nous fesons de l'espace que nous croyons réel. 


L'homologie. — Considérons le cas particulier où les formules 
homographiques sont de la forme 


y = 
O GD; a GE 0, 


elles forment un groupe 
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On voit que le point x, = o, x, = o ... reste invariant, c'est le 

centre d'homologie ou Veil. Les points du plan 
a,x, + 4,7, ... = 1 

restent invariants, c'est le plan du tableau. Le rapport anharmo- 
nique est toujours invariant pour 4 points en ligne droite. 

Réduisons le nombre n à 3 pour nous rapprocher, de nos appa- 
rences, désignons par T, T, .,. les opérations qui ont pour objet 
de faire une substitution 

et pes pz 84 EVE 
ans + ba, + Cr; + d'"317 .. 


yı: cie = 


désignons en outre par D, D,... de simples déplacements par 
D’,, D’, ... les opérations qui ont pour objet de remettre en place 
les figures sur lesquelles on a opéré les déplacements D, D,... 
enfin par D; T, l'opération résultant de l'opération T, suivie de 
l'opération D,. Les opérations D', TD; sont représentées par des 
formules linéaires qui forment un groupe, car 
D'T,D,D'T,D, 

revient à D'T,T,D,, les opérations TDT; également, car les opé- 
rations D forment un groupe. 

Si donc on considère un objet réel dans diverses positions et l'ob- 
jet homologique qui en est une sorte d'image, ces images, pour 
nous, changeront de forme, en supposant, a, b, c invariables. Le 
point y,, Y, Y, étant joint au point #,, ,, £y, la droite qui unit 


v 


ces points aura pour équations 


X, — 7, +3 Xx, — 2, = X, = T, 
T4 Ya — La Je — Ts 
ou 
X,— 2, X,— 2, _X, — zx, 
ER ra FR 
ou 
M, = X, — X, 
Ti ie ei 


elle passe par l'œil; on peut supposer 


ar, + br, + cx, + d = 2, — h 


http://rcin.org.pl 


CONCLUSION 145 


l'intersection de la droite en question avec le tableau X, = h, aura 
pour coordonnées 


X, =z, Ë X% =t. 
3 3 

C'est ce qu'on appelle la perspective du point y1, Yz, Y,» perspec- 
tive dont les propriétés sont bien connues. La figure homologique 
d'une figure donnée est ce qu'on appelle la perspective relief ou 
bas-relief de cette figure. 

Or, nous ne voyons que les bas-reliefs des objets, et même que 
les perspectives de ces objets quand l'œil reste immobile, ou varie 
peu par rapport aux dimensions de ces objets. N’oublions pas 
alors, que les apparences sont trompeuses, n’oubiions pas qu'il a 
été dangereux de proclamer que la lune était plus grande que le 
Péloponése, même chez les Athéniens. 

La similitude est un groupe de transformations que l’on obtient 
en faisant successivement des déplacements euclidiens et des substi- 
tutions de la forme 


n= ka, s.. Yn = ka, 


k désignant un paramètre variable, mais indépendant des æ et 
des y. Ces dernières substitutions sont des homotheties. Elles ont, 
comme on sail, pour invariants les angles, mais la distance n'est 
pas, en général invariante. 

Enfin il y a un groupe de transformations très intéressantes à 
cause des analogies qu'elles présentent avec les transformations 
orthogonales ; ce sont les suivantes : 

té = a ph Cl H Cy gg 11... A Cin Lu, 
(A) jo == dg + Cul H Cela +4... > CynTn, 
\ 


. . . . . . . . . . . . . 


les z et les c,, sont indépendants des x et des y et les c; sont les 
coefficients d'une substitution qui n'alttre pas une fonction du 
second degré homogène toujours positive 


f= Zaj; TC; 


et que nous avons appris à former p. (118). Si l'on appelle dépla- 
cement sans changement de forme une substitution telle que (A), 


Lavvesr, — La Géométrie analytique générale 10 
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distance de deux points x,x, ... etx',, a’, ... la quantité ò donnée 
par la formule 
è? = (©; — T, De = les ss 
sera un invariant. 
On pourra mettre les équations de deux droites sous la forme 


z, = + él, +4. On = Yn + Sat 
Bei cto tn 


Ti Yi + 84h, . = Yn + Bl 


ll 


les ‘y et les ò désignant des constantes et ¿ une variable on pourra 
supposer 


Rois Caress) LAN, dal 
et alors on appellera cosinus de l'angle des deux droites l'invariant 
PO Oe.) aha Pree os 
qui est égal à 
SB © 12.) + S,fB Ba ce) F veus 


formules où 


Sa g 
RB dą wa = 332 
à l'aide de ces conventions on pourra constituer une géométrie qui 
ressemblera beaucoup à la géométrie Euclidienne. 

En parlant des groupes de substitutions, nous n'avons fait qu'ef- 
fleurer un sujet extrêmement vaste et qui est appelé à jeter un jour 
éclatant et nouveau sur toutes les branches de l'analyse, ce qui 
précède n’est qu'une introduction à cette théorie dont toute l'im- 
portance a été mise en relief par le géomètre Suédois Sophus Lie. 


Une dernière question. — Et maintenant que nous sommes 
fixés sur la nature des hypothèses fondamentales sur lesquelles est 
fondée notre géométrie Euclidienne, il se pose une question : 

Est-il possible d'édifier une géométrie rigoureuse dans ses prin- 
cipes, claire dans son exposition, sans se servir de l'appareil algé- 
brique et trop transcendant dont nous avons fait usage ? 

Peut-être, car nous ne pouvons prévoir les découvertes que nous 
ménage l'avenir. Dans l'état actuel de la science, cela parait bien 
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difficile, car il faudra définir le déplacement sans changement de 
forme auquel est liée l’idée de nombre; cette idée du nombre est 
indépendante de tout système de numération, car c'est un symbole 
qui sert à distinguer les quantités égales entre elles de celles qui 
leur sont supérieures ou inférieures, ce symbole peut être une 
forme géométrique sur laquelle il faudra chercher à définir l'éga- 
lité et l'addition d'une façon qui comportera beaucoup d'arbitraire 
et quoi que l'on imagine, la géométrie que l’on édifiera devra néces- 
sairement s'appliquer à une foule de figures très différentes et por- 
tant le même nom. 

Le plan, la ligne droite, l'angle, la distance devront être les in- 
variants des déplacements sans changement de forme, et on devra 
pouvoir démontrer facilement le postulatam d’Euclide. La grosse 
difficulté sera la définition du déplacement sans changement de 
forme. 
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